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جچبر واحتمال 


سال سوم آموزش متوسطه 
رشتهة ریاضی وفیزیک 


وزارت آموزش و برورش 
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۱۳۹۲ 


اگر منحرفین و معوجین در یک کشوری سرنوشت آن کشور را به دست بگیرند. آن کشور رو به 
انحطاط و انحراف می‌رود. و اگر افاضل و دانشمندان که با فضیلت هستند. با فضیلت انسانی هستند. 
اين‌ها سررشته‌دار یک کشور بشوند. فضیلت در آن کشور زیاد می‌شود؛ برای این که در آن مقامی که 
هستند مردم به حسب عادت توجه به آن‌ها دارند و حرف‌های آن‌ها در ذهن‌های آن‌هاء در ذهن‌های 

عموم مردم کارگر است و تأثیر می‌کند. 
امام خمینی 


این کتاب در سال ۱۳۷۹ براساس هدف‌های آموزشی ریاضی و مطابق 


با ریزبرنامه تهیه و تصویب‌شده در شورای برنامه‌ریزی ریاضی متوسطه در دفتر 


برنمه‌ریزی و تألیف کنب درسی توسط آقای دکتر بیژن ظهوری‌زنگنه وخانم دکتر 
حمیده داریوش‌همدانی و خانم سهیلا غلام آزاد مورد تجدید نظر کلی قرار گرفت. 


فهرست مطالب 


فصل ۱ : استدلال ریاضی 
ا۱- درک شهودی 
۲-۱- استدلال تمئیلی یا قیاسی 
۳-۱- استدلال استقرایی 
۴-۱- محدودیت استدلال استقرایی 
۵-۱- استقرای ریاضی 
اسف اننتقرای تعمیم افتة 
۷-۱- استدلال استنتاجی 
۸-۱ -منال نقض 
-٩-۱‏ قضایای شرطی 
اه اب الیاتباز کل 
۱۱-۱-برهان خلف (اثبات غیرهستقیم) 
افیا او 


خزاا صااا ما ما ما مس 
ما ما مد مخ ما ما وا ما سح 


4 
حص 


فصل ۲ : مجموعه - ضرب دکارتی و رابطه ۳ 


۱-۲- مجموعه ۳۴ 
۲-۲ - زیرمجموعه ۳۸ 
۲-۲ مجموعه توانی ۳۱ 
۴-۲ نمايش هندسی مجموعه‌ها ۳۳ 
۵-۲ جبر مجموعه‌ها ۳۶ 
۶-۲- حاصلضرب دکارتی دو مجموعه ۵۸ 
۷-۲- رابطه ۶۱ 
۸-۲-افراز یک محموعه ۶۷ 
٩-۲‏ رابطة هم‌ارزی ۶۸ 
فصل ۲ : احتمال و بدیده‌های تصادفی ۷ 
۱-۳- پدیده‌های تصادفی ۷۲ 
۲-۳ فضاهای نمونه‌ای ۷۳ 
۳-۳ پیشامدهای تصادفی ۷۶ 
۴-۳-عملیات بر روی پیشامدها ۸ 
فصل ۴ : احتمال : اندازه‌گیری شانس ۸۴ 
۱-۲۳ احتمال هم‌شانس در فضاهای کسسته ۸۴ 
۲-۴ احتمال دو جمله‌ای ۸٩‏ 
۳-۴- احتمال غیرهم‌شانس در فتاه کسسته ۹۶ 
۴-۴ احتمال یک پشامد اختیاری ۹۸ 
۵-۴۳ احتمال در فضاهای پیوسته ۱۰۲ 
وه انیا ۱۱ 


منابع 11 


حکایتی درباره یکی از ریاضیدان‌های مشهور می‌گویند که خالی از لطف نیست : روزی 
قرار بود که این ریاضیدان در حضور جمع تحصیلکرده‌ای سخنرانی کند. او در سروع صحبت 
یک عبارت ریاضی روی تخته نوشت و گفت : «در واقع این عبارت بدیهی است». ریاضیدان 
دوباره به عبارت نوشته شده نگاه کرد و گفت : «حداقل من فکر می‌کنم که بدیهی است ». اما 
همجنان که شک او قوی‌تر می‌شد گفت : «ببخشید » و کاغذ و مدادی برگرفت و سالن سخنرانی را 
ترک کرد. بعد از بیست دقيقه اوخندان به سالن بازگشت و پیروزمندانه گفت : «بله حضار محترم, 
این عبارت بدیهی است!» 

به نظرمی‌رسد که منظوراین ریاضیدان از بدیهی بودن عبارت آن بود که ما می‌توانیم به طور 
هوک دری ۵ را قبول کنیم. با این حال این پذیرش کافی نیست و در نهایت, تجزیه و تحلیل 
بقطقی؛ آنرا تاو بارقمی کند» با به گفته سکیپ (۱۹۷۱)مطمعن بودن از خیاق یک قمنه 
است و دانستن این که حرا آن جه فزست نیت فضدای دیگ او اف مقر کیک بداتبتشی این 
حراهاست. 

با درنظر گرفتن نقشی که ریاضیات در تربیت هر شهروند می‌تواند ایفا کند. آشنایی با 
قست‌های بات این علم بای تزجوآنان مشعد: شفک و ترانایا رای بانط بی‌زنند: 
نمونه‌های شهودی و تجربی زیبایی در رابطه با رشد و توسعة مطالب مطرح شده در این کتاب وجود 
دارند که یادگیری و فهم آن‌ها را آسان می‌کنند. اما برای بهتر فهمیدن و یادگرفتن موضوعات یاد 
شده به دانش‌های پیش نیاز و ابزار مختلفی نیازمندیم. مهمترین آن‌ها نحوه استدلال کردن و 
سپس تکمیل آنجه که دربارةٌ مجموعه‌ها و بالاخره حاصلضرب دکارتی و رابطه یاد گرفته‌ايم 


۱- 10 


بط 


نیاز به دانش‌های پیش نیاز ما را بر آن داشت که دو فصل اول کتاب را به مفاهیم فوق 
اختصاص دهیم تا علاوه‌بر تعمیق یادگیری‌های قبلی» زمینهٌ مناسب‌تری برای بهتر فهمیدن مطالب 
فصل‌های بعد فراهم آید. 

هم‌چنین, توجه معلّمان گرامی و دانش‌آموزان عزیز را به ان مهم جلب می کنیم که تجدید نظر 
کتاب پس از جمع‌آوری و تجزیه و تحلیل نتایج حاصل از ۴ سال تدریس آن صورت گرفته است. 
شون ماو تمانی ضاحیظر ان کر آنی تخر آعشمتتي کدبا پشتهادها راتفادهاش ببازفده 


خویش ما را در تصحیح. توسعه و تکمیل آن یاری دهند. 


موّلفان 


فصل | 
استد لال رباضی 


۹۳ درک شهودی! 

طی قرن‌های متمادی» مردم باور کرده بودند که زمين صاف است و ستاره‌ها به‌دور آن در گردش 
هستند. آن‌ها نظرية گردبودن زمین و چرخش آن به دور خورشید را رد می‌کردند. اگر جه امروزه این 
نظریه حتی برای خردسالان نیز امری کم و بیش واضح است. لیکن با شهود مردم آن زمان مطابقت 


نات : 


وقتی که از شهود خود استفاده می‌کنیم, هیج‌گاه نمی‌توانیم با اطمینان صد درصد 
بگوییم که نتیجه‌گیری ما درست است. با این حال در بسیاری مواقع؛ درک شهودی به ما کمک 
می‌کند که مطالب رباضی را بهتر بفهمیم و حدس‌های بهتری برای اثبات قسمت‌های مختلف 
بزنیم . جنین حدس‌هایی کم و بیش محتمل و به‌صورت استدلال موفت. رضایتی در 0 وجود 
می‌اورند که با اشتیاق بیشتری برای دستیابی به یک استدلال حتمی تلاش کنیم. معمولا استدلال 
مفت برشتای ات و استقا می‌باشد که در قسمت‌های بعد با محدودیت‌های آن‌ها اشنا می‌شویم. 


اعدا اد لال تعلیی با قباشین 

در اکثر کارهای روزمره - از نتیجه‌گیری‌های سطحی تا موفقیت‌های عمدهٌ علمی و یا کارهای 
هنری - از تمثیل يا قیاس استفاده می‌کنیم. قیاس که در واقع همان یافتن نوعی مشابهت بین مفاهیم 
گوناگون می‌باشد. در تمام سطوح مختلف قابل استفاده است.انواع تمثیل با توجه به محدودیت‌هایی 
که دارند. می‌توانند در ایجاد یک زمینهٌ شهودی برای درک بسیاری از مفاهیم و ابات‌های ریاضی 


۱- ۵6 ۲- 0 


بح 


کمک موَّری باشند و نباید اهمیت آن‌ها را نادیده گرفت. به مثال زیر توجه کنید : 

مثال ۱: از تمئیل برای درک بهتر این حقیقت که حاصلضرب عدد منفی در عدد منفی» عددی 
مثبت است استفاده می‌کنیم : 

وارد شدن آب به مخزن را عملی مثبت (+) و خروج آب از آن را عملی منفی (-) درنظر 
می‌گیریم. در نمایش فیلم نیزه جلوبردن فیلم را عملی مثبت (+) و عقب بردن آن‌را عملی منفی (-) 
په حساب می‌آوریم. حال اگر فیلمی نمایش داده شود که در آن, آب در حال خروج از یک مخزن است 
(-) و فیلم را به عقب برگردانیم (-), آب دوباره به مخزن باز می گردد (+)! یعنی حاصل دو عمل 
منفی (خروج آب و عقب بردن فیلم), عمل مثبت بازگشت آب به مخزن شده است. 

همان‌طور که می‌دانید. مثال بالا به هیج عنوان یک اثبات ریاضی نیست. اما تمثیل خوبی است 
تا ما را برای اثبات دقیق اماده کند. 

تمرین اس با توجه به داستان زیر توضیح دهید که طوطی جه تمثیلی به کار برد و علت خنده 


مردم جه بود؟ 


بود بای و وی را طسوطیسی 
در دکان بودی نگهبان دکان 
دوش ط اب آدسی فساطق بلاق 
جست از سوی دکان سویی گریخت 
از سوی خانه بیامد خواجه‌اش 
دید پر روغن دکان و جامه جرب 
روزکی جندی سخن کوتاه کرد 
ریش برمی کند و می‌گفت ای دریغ 
دست من بشکسته بودی آن‌زمان 
هدیه‌هامی‌داد هر درویش را 
بعد سه روز و سه شب حیران و زار 
می‌نمود آن مرغ را هرگون شگفت 
طوطی اندر گفت آمد در زمان 
از جه‌ای کل با کلان آمیختی 


خوش‌نوایی سبز گویا طوطیی 
کته کشت با همه وه کسان 
در نوای طوطیان حادق بدی 
شیشه‌های روغن گل را بربخت 
بر دکان بنشست فارغ خواجموش 
بر سرش زد گشت طوطی کل ز ضرب 
مردبفال از نداست اه کرد 


کافتاب نعمتم شد زیر میغ 
جون زدم من بر سرآن خوش‌زبان 
تا بیابد نطق مرغ خویش را 
بر دکان بنشسته بد نومیدوار 
کا کهمامه کاتلی ات یکین 
با سر بی مو چو پشت طاس و طشت 
بانگ بر درویش زد که هی فلان 
تو مگر از سیشه رون ریسختی 


؟) 


از قیایش شتهه امدخلی را کرو وی ترا ناس دام را 
کار پاکان‌را قیاس از خود مگیر گرجه ماند در نبشتن شیر و سیر 
جمله عالم زین سبب گمراه شد کم کسی ز ابدال حق آگاه شد 
اگر وارد قریه‌ای شوید و اولین فردی که به او برخورد می‌کنید دارای جشمانی آبی باشد جه 
می‌گویید؟ حال اگر به گردش در کوچه پس کوچه‌های قریه بپردازید و متوجه شوید که رنگ چشمان 
تمام افرادی که با آن‌ها در آن قریه مواجه شده‌اید آیی است. ممکن است نتیجه بگیرید که رنگ 
جشمان تمامی افراد قریه آبی است. 


در سفر به قریه. شه ات متعد واع را جمع‌آوری کردیم. متوجه یکسان بودن نتایج شدیم و 
براساس آن‌هاء نتیجه‌گیری کلی را انجام دادیم. عالمان تجربی نیز با روشی مشابه مشاهدات خود را 
نظم داده و با توجه به نظم حاکم بر آن‌ها, قوانین عمومی طبیعت را کشف می‌کنند. در علوم تجربی 
به این نوع استدلال. روش تجربی یا علمی و در ریاضی به آن استدلال استقرایی گفته می‌شود. 


متال ۲: فرض کنید که اعداد متوالی فرد زا با هم جمع مي‌کنیم: برای این کار از ۷ شروع 


می‌کنیم : 


۱+۴ 
2٩‏ ۳+۵ +۱ 
۶ ۷+ ۵ +۳ +۱ 
با توجه به مشاهدات بالا نتیجه می‌گیریم تمام حاصل جمع‌ها مربع کامل هستند. 
حال با ادامهٌ الگوی بالاء نتیجه به‌دست‌آمده را کنترل می‌کنيم. 
از اين یافته‌ها جه نتیجه‌ای می‌توان گرفت؟ آیا می‌توان ادعا کرد که همیشه حاصل جمع اعداد 
فرد متوالی یک مریع کامل است؟ 
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۴۱ محدودیت استدلال استقرایی 
مشاهده ۱ آب آنقدر می‌جوشد تا آن‌که حیزی از آن باقی نماند. 
مشاهده ۲ برف آنقدر می‌جوشد تا آن‌که حیزی از آن باقی نماند. 
مشاهده ۲ یخ آنقدر می‌جوشد تا آن‌که جیزی از آن باقی نماند. 


نتیجه: هر حیزی آنقدر می‌جوشد تا آن‌که جیزی از ان باقی نماند. 


۳3 
در شکل بالا مرد غارنشین با مشاهده و جمع‌آوری اطلاعات و دیدن الگویی که تکرار می‌شد 
نتیجه‌گیری کرد که «هر جیزی آنقدر می‌جوشد تا آن که جیزی از آن باقی نماند!» 
همان‌طور که می‌بینید. شکل بالا ضعف اساسی جنین استدلالی را به ما نشان می‌دهد زیرا که 
همیشه این احتمال وجود دارد که شواهد بیشتری کشف بشوند تا نادرستی نتیجه‌گیری کی بر مبنای 
مجموعهٌ محدودی از مشاهدات را نشان دهند. 


تمرین ۲ محاسبات تعیین شده را انجام دهید تا اعدادی را که در معادلات زیر صدق می‌کنند 


پیدا کنید : 
۱۸۸۱ (۱ 
| ]<۱۲۸+۲ (۲ 
۱۲۳۸۳ (۳ 


۴( ۱۲۳۴<۸+ ۴ < 


الف) آیا فکر می‌کنید اين الگو تا پینهایت ادامه داشته باشد؟ 


>. - >... - >. - >> > - >. ۴ 


ب) بدون محاسبه و با توجه به الگوی بالاء اعدادی را که در معادلات زیر صدق می‌کنند حدس 


۵( ۱۲۳۴۵۸ +۵ < 


۶( ۱۲۳۴۵۶۸4۶ 


پ) نتایج قسمت (ب ) را محاسبه کنید تا مشخص شود که آیا حدس شما درست بوده است يا 


اس ۵- استقرای ریاضی" 
ممکن است به‌طور تصادفی مشاهده کرده باشید که :۶۴<۱۰۰+ ۸+۲۷ +۱. با تشخیص 
مربع‌ها و مکعب‌های اعداد. شاید بتوانیم به مشاهده خود شکل جالب‌تری بدهیم : 
نو ند ۲ب ۱۳ 
چطور این اتفاق افتاد؟ آیا هميشه مجموع مکعب‌های متوالی. مربع یک عدد است؟ برای پاسخ 
به کنجکاوی خود, می‌توانيم موارد مشخص دیگری را یز بررسی کنیم و برای تکامل و یگانگی حالت 
تیش عالش که ققط رک غلد مکلب فده وجردددا ره راز اضاقدمی کب : 


1 
۱۳+ 


۱۳ +۳ 


۱۳ +۲۳ +۳۳ 


۱۳ +۲۳ +۳۲ +۴۳ +۵۲۳ 


۱- 060۳2۵5 ۵ 


۲- برگرفته از کتاب (10 90176 0) ۳۲0۷ اثر جورج پولیا. 


با جمع‌اوری مشاهدات فوق و استفاده از استدلال استقرایی می‌بينيم که : 
مجموع مکعب‌های اعداد متوالی برابر است با مربع مجموع آن‌ها.اما جنین نتیجه‌گیری‌ای 
کامل نیست. به همین دلیل است که در ریاضی استقرا را نه فقط با مشاهدات بلکه به‌کمک انبات 


دقیق نیز محک می‌زنيم. حال برای اثبات دقیق به طریق زیر عمل می‌کنیم : 


شایدبدنیم که - «د.. .+۳ + ۱+۲ .(انبات کند!) می‌خواهیم تحقیق کنیم و ینم 


۳) +۱( 
۱ 0) 


|-۳ وب ۳۳+ ۲۲+ ۱ 
آیا ای ادعا براغ جوا خده مغ رآلی شه درست است؟ هت آبا رابطة 


0 تفت 


: راب میک اب۱۳ 


نیز برقرار است؟ 
با یک کنترل ساده. رابطهٌ زیر را با کم کردن (۱) ز (۲) ب‌دست می‌آوریم : 


۳0 لت" ده ۳ ین 


۱ ۱ 
از جمله مشترک | )| فاکتور می‌گيریم : 


(۳) |0۳ - (0+۲)] ۳ - 0+۱(۲) 
(۵) [-۲+ وب ام ۳۵۷ - 

۶ ۲+ ۱+ كثِ 

۳( و ۰ ِ"_ 

< )+۱(۳ (۸) 


>. ۰۹۰۹۰۹! 


تساوی (۲) است. یعنی 
۲ 
(٩‏ تن ۳( 


در بررسی این موضوع. درستی ادعا را در حالت‌های خاص از ۱< 10 تا ۵ < ظ مشاهده 


0+ ۳و + ۲ ۶۲ ۱ 
کردیم. سپس با فرضی که این ادعا برای امین حالت درست است. نشان دادیم که پرای ( 2+۱) آمین 
ات تسیا غاب درس تخاب شام شا ارم کی 

مجموع مکعب‌های عدد متوالی, برابر با مربع مجموع آن‌هاست. 


برای بهتر فهمیدن استقرای ریاضی به مثال زیر توجه کنید : 
مثال ۳: برای هر عدد صحیح و مثبت ‏ ثابت کنید که : 


۱۳( بت تیا 
۱ ۲ ۲ ۲ 
حل: اگر ۸-۱« آنگاه 
۱ ۱ ۱ 
۲ 
٩ ۳ "۷‏ "۲ 
می‌بینیم که در این حالت؛ تساوی (۱) درست استت: 
۳1 2۷۲ آنگاه 
۳ با 


نک ۳ ۲ 
7 ۱ 7 


۲۱ ۲۳ 
۱ 


یک قدم دیگر هم جلو می‌رویم و با استفاده از نتایج یت | مه برای دو جمله اول: حالت 


۸-۳ را نیز بررسی می‌کنیم : 


۱ ۳۹ 6 ۱ 
۳ -۱- چپ +| ۱ج ب| چ + 
۷ ۳ . ۲۳ ۳ 0 


درنتیجه درستی رابطه برای حالت ۳ < 9 را نیز نتبجه گرفتیم. 


لگ 


ی اس اج 
۴" ک. .ا ا ۳ ۳ ۲ 
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
)۵( -۱< + + +چ مب + ] 


نتیجه بگيريم» آنگاه می‌توانیم ادعا کنیم که تساوی (۱) در هر حالتی درست است. 


مه ۲ 0 ۱ 


تساوی(۱) جایگزین می‌کنیم 
۱ ۱ 
۶ ی ۱ 
۱ ۲ 
ِ" 0 
(۸) -۱- 
۱ 


از درستی رابطه در حالت 1 < 1 » فرستی آقوز سالن 2 1 نیز ثابت شد. این گونه اثبات 
را. اثبات به‌وسیلهٌ استقرای ریاضی يا ابات به‌وسیلة اصل استقرا می‌نامیم که از اهمیت ویژه‌ای در 
ریاضیات برخوردار است.اصل استقرا برای اثبات رابطه‌هایی نظیر رابطة بالا مورد استفاده قرار می‌گیرد. 


درنتیجه بنابراصل استقرا. برای هر عدد طبیعی «. تساوی (۱) در مثال قبل» درست است. 


برای استفاده از اصل استقرا گام‌های زیر را برداشتیم : 
گام ۱: درستی حکم را برای ۱< 1 نشان دادیم. 
گام ۲: ثابت کردیم که اگر حکم پرای 6 < 9 تست باننی:انکامیرای 1-۱ نیز درست 


تال تیا اناد ار اصیل استفرا اب کید که بای هر ده یفن ات ۳ ره 
بخش پدیر است. 

حل: با دانستن این که ۱- ۴۳ 2 ,۳ بر ۵ بخش‌پذیر است. گام اوّل را برمی‌داريم. 

گام ۱: درستی حکم را برای 0-۱ نشان می‌دهیم : 

)۱( 2۵۳ 2۱۵ ۱- ۴۳ - ۲ 
که بر ۵ بخش‌پدیر است پس (۱) ۳ درست است. 

گام ۲:می‌خواهيم ثابت کنیم که اگر حکم برای ()۳ درست باشد. درنتیجه برای (۳)1+۱ 
نیز درست است. 

فرض کنیم : 

۳( ۴۴-۱-۵۲ < ۳ 
که بر ۵ بخش‌پدیر است. حال باید بخش‌پدیر بودن 

۳( و۳ بر 
بر ۵ را نشان دهم برای این کار. طرفین تساوی (۲) را در ۴ ضرب می‌کنیم یعنی 

۴۲ )۴۲۴ -۱( < ۴۲ )۵۶( 

از ساده کرن (۲): اوق (۲) بادست می ای : 


)۳( ((۵) ۴ - ۴۳۲-۴۲ 
با اضافه کردن ۱۵ به طرفین تساوی خواهیم داشت : 
)۵( (۴۲)۵۶ + ۱۵ ۱- (۱+>)۴۲ 
)2( (۱۶)۵۲+ ۱۵- 
۳( (۵)۳+۱۶۶ - 


تساوی (۷) بخش‌پذیر بودن (۱+ )۳ بر ۵ را نشان می‌دهد.یعنی از (16) ,درستی (۱+ ۳ را 
نتیجه گرفتیم. در این صورت بنابر اصل استقر !۰ (۳)8 برای هر عدد صحیح و متثبت1 نیز درست است. 
در حالت کلی, از گام‌های ۱ و ۲ نتایج زیر را بهدست می‌آوریم : 
(۰۳0 (۳۲ را نتیجه می‌دهد. 
(۳)۳(۰۲۲ را نتیجه می‌دهد. 
(۳)۳, (۳)۴ را نتیجه می‌دهد. 
و الی آخر که اين توجیه کنندهٌ درست بودن حکم (۳)0 برای هر عدد طبیعی 7 است. 


0 


در مثال‌هایی که تاکنون دیدیم. استقرای ریاضی را از 9-۱ شروع کردیم» یعنی درستی حکم 
مورد نظر را برای ۱< ۸ نشان دادیم.اما گاهی لازم است که اولین مرحلهٌ استقرا را از یک عدد 
طبیعی ۱< ۰ آغاز کنیم. به مثال زیر توجه کنید : 

منال ۵: ثابت کنید عدد طبیعی مناسبی مانند ۱< 10 وجود دارد به طوری که برای هر عدد 


طبیعی « (۲0 < 0 ) داریم 
)۱ ۳۳ <!92 
حل: ابتدا با اندکی جستجوء تحقیق می‌کنیم که « جه اندازه باید بزرگ باشد؟ 
۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱۱ 1 


2! ]۱ ۲ ۶ ۲۴ ۱۲۰ ۷۷۰ ۴ ۰ 

۰,۰۱ / ۵ ۷۲ ۷ 6( ۷( ( ۸ ۴۳۲( ۴۳۳" 
می‌بينيم که برای «دهای طبیعی کوجکتر از ۷. اصلا جنین حکمی درست نیست. اما پرای ۷ < 0 » رابطة 
۳ <!0 درست است و به نظر می‌رسد که برای «های بزرگتر از ۷ نیز حکم درست باشد. حال فرض 
می‌کنيم برای ۷ < 16 حکم درست باشد یعنی : ۳۴ < !۰1 آنگاه درستی حکم زیر را تحقیق می‌کنيم : 


)۲( 3 
برای نشان‌دادن (۲) طرفین ۳۴ <!1 را در (۱+) ضرب می‌کنیم : 
(۳) 6+۱۳ <1+۱(11) 
و حون 1-۰۷ فرض شده است. پس : 
۴) ۳۴ <1+۱(1۱) 
با این حال می‌بينيم که طرفین نامساوی (۴) جنین خاصیتی را دارد که : 
(۵( ۷۲ 2 ۳۴ ۳ < ۳۴ »۷ 
پس : 
۶( تا ری ۱2 
درنتیحه طبق (۴) و (۶) : 
)۷( و 
اما طبق تعریف : 
)۸( ((64+۱) -1+۱(1۱) 
که معادل آن‌را در (۷) قرار می‌دهیم درنتیحه : 
)۹( ارت 


کط؟) 


بدین ترتیب برای ۷ < 16 , نشان دادیم که اگر ۳۴ < !16 , آنگاه ۳*۴ <!(۲+۱) .حال با اطمینان 


می‌توانیم بگوییم که برای هر ۷ < 8 داریم | 
در این مثال مشاهده شد 10 مناسب ۷ است که به روش جستجو آن‌را به دست آوردیم. 


جنین شیوه استدلالی را روش استقرای تعمیم یافته می‌گویند. 


برای استفاده از اصل استقرای تعمیم یافته. گام‌های زیر وا برمی‌داریم : 
گام ۲: درستی حکم را برای 210 9 نشان می‌دهیم, 
گام ۳: ثابت می‌کنیم که اگر حکم برای 100 < »1 < 10 درست باشد آنگاه حکم برای ۱+ 16 < 10 
نیز درست است. 


آنگاه نتیجه می‌شود که حکم برای هر عدد طبیعی 17  <‏ درست است. 


ط- برای هر عدد طبیعی 8 ثابت کنید : 
(۱+ ۱۲8۸+ 08 _ ۲ 


الف) تب ان ۲۲ ۱ 
ب( ۶۲۵۲ (۴۵-۲) + ۰4 ۲+۶۱ 
ب( ۲ <(۲۵-۱) + .. ۳+۵4 +۱ 
ت( (9۰۱) > وج ی ۱ 
ث‌( ار ۰ +۳۴4 +۳ ۲+ ۱۶۲ 


۳ 


۲-اگر ۰۲۱ برای هر عدد طبیعی 9 ثابت کنید : 
۳ 
۱-۲ 5 
۳- در هر یک از بندهای زير ابتدا عدد طبیعی مناسب 1 را پیایید و سپس حکم را برای هر 
عدد طبیعی 0(7 < 8) ثابت کنید. 


جر + بر با 


الف) ۱ 
ب( (۱> ۲۲ 
8 ۱ ۳ 
ب‌( ۱ 
۱ ۲ 2-۱ ۲ ۷ ۳ 
۲ مجموع جملات زیر را حدس بزنید و ادعای خود را با استقرای ریاضی ثابت کنید : 


تس اس سنا 
(۱+ )0 ۵ ۱ 
۵- با استفاده از اصل استقرا تایت کنیا( 


متا قطهای هر و شلی تطر بان انس نس 


ب) مجموع زاویه‌های داخلی هر 7 ضلعی محدب برابر است با ۹۰«( - ۲8) . 
۶ ثابت کنید به ازای هر عدد طبیعی 0 ۱- ۸۳ بر ۷ بخش‌پذیر است. 
۷-اگر ۱-< و07 آنگاه په کمک استقرای ریاضی درستی رابطهٌ زیر را ثابت کنید : 
2 +۱< ۱+۵(۲) 
۸- نامساوی مثلث برای هر دو عدد حقیقی ۸ و 9 به‌صورت | ۲ |+| ۵ |>|0 +۵ برقرار 
است. با استفاده از استقرا ثابت کنید که برای هر« عدد حقیقی ,۰1 5.۰.۰۰۰7 داریم : 


امک + + + کر + ۰ تا تا 


در طول تاریخ. مردم از علامت‌ها و نشانه‌های مختلفی برای نمایش اعداد استفاده کرده‌اند. بعضی از این 
نشانه‌ها در پاپیروس رایند دیده می‌شوند. ریاضیدان‌ها هنوز به مطالعه و یادگیری بیشتر در مورد اعداد مشغولند. 


اد تا تن ل استنتاجی! 


یکی از مسایلی که در تاریخ ریاضی مصر - پاپیروس رایشد - موجود است یک سرگرمی 
ب‌صورت بازی با اعداد است. با توجه به دستورالعمل‌های مساله. عددی انتخاب می‌شود و سپس 
جندین کار دیگر روی آن انجام می‌شود. در پایان بدون درنظر گرفتن عدد انتخابی, نتیجه همیشه 
کیان استت! 

مثال ۱: اين مثال از نوع سرگرمی با اعداد است. هر مرحله از اين بازی در سمت راست و 
نتایج هر مرحله برای ۴ عدد انتخابی و تصادفی در سمت چپ جدول زیر نشان داده شده‌است. 


سفق قنا تا 
0 قاتا ات 


تیاه کنند 


عددی را که ازابندا انتخاب 


کرده بودید از اين نتیجه تقسیم کم کنید 


بررسی بالا ما را مطمتئن می‌سازد که نتیجه همیشه برابر با ۲ است. 

اگرجه پا استدلال استقرایی می‌توان استدلال کرد که این نتیجه شاید برای همه اعداد درست 
باشد. اما به هر حال برای اثبات کلّی این مطلب. یعنی, تبدیل شاید به باید. په استدلال استنتاجی 
نیا زمندیم. 

مثال ۳: همان مثال قبلی را با اندکی تغییر بررسی می‌کنیم و به جای انتخاب یک یا جند عدد 


۱- 160061۷۵ ۲۵260 


مشخص در موقع شروع از علامتگذاری استفاده می‌کنیم. در طول بازی. مربع کوجک معرف عدد 
انتخابی اولیه است و برای هر بار افزودن یا کاستن اعداد جدید.از یک دایر: کوحک استفاده می‌کنیم . 


ی ۱۳ 


۱ 


۱۱ 


به این ترتیب ثابت کردیم که نتیجه همیشه ۳ است. حال به وضوح می‌بينيم که عدد انتخابی اولیه 
هرجه که باشد. باز هم نتیجه ۲ است! 

شاید مریع‌ها و دایرهها نمادهای جالبی برای استفاد همیشگی نباشند. در ریاضیات معمولا از 
حروف برای شا دادن اعداد دلخواه استفاده می کنیم. 

مثال ۲: حال مثال قبلی را با نماد جبری, یعنی با استفاده از حرف برای عدد انتخابی اولیه, 


دوباره بررسی می‌کنیم : 


آن‌ها را قبول کرده‌ايم بهدست آوردیم. یعنی از ات ان استنتاجی استفاده کردیم. 


هب۰۱۰۰ 


مثال‌های فراوانی از دنیای اطراف ما وجود دارند که نشان‌دهنده استفاده از استدلال استنتاجی 


در زندگی روزمره هستند. 

مثال ۳: رستورانی برای جلب مشتری و فروش بیشتره اعلام کرده است که بین ساعت‌های 
۲ ظهر تا ۲ بعدازظهر اگر کسی در آن رستوران غذایی سفارش داد و آماده شدن غذا بیش از ۱۰ 
دقیقه به طول انجامید. غدا را مجانی به مشتری بدهد. زمانی که خانواد: بهارلو به این 
رستوران رفتند. عبارت‌های زیر درست بودند : 

الف) ساعت بین ۱۲ ظهر و۲ بعدازظهر بود. 

با ماه تن غدا سین از ۱5 ده نطو ل انامه 

خانوادة بهارلو نتیجه گرفتند که غذایشان مجانی خواهد بود که نتیجه‌گیری درستی بود! 

این مثال نیز نمونه‌ای از استدلال استنتاجی است. 

مثال ۵: فرض کنید که دو عدد فرد را با هم جمع می‌کنيم. توضیح دهید که جرا مجموع آن‌ها 
همیشه زوج است؟ 

حل: فرض کنید ۲۲۰+۱ و ۲+۱ نشان‌دهنده دو عدد فرد باشند که 70 و 2 اعداد طبیعی 
هسشند. درنتیجه مجموع آن‌ها جنین است : 

)۲۲۴ +۱( + )۲ +-۱( < ۲۵ + ۲۵ + ۲ < ۲۵+ 0 +۱( 

به دلیل وجود ضریب ۲ در این مجموع. نتیجه می‌گيريم که مجموع دوعدد فرد هميشه زوج است. 

ثابت کردیم که مجموع دو عدد فرد همیشه یک عدد زوج است. حتی برای اعدادی که آن‌ها را 
جمع نکرده‌ایم! اين امر نشان‌دهندهٌ قدرت استدلال استنتاجی است. 


هدف از مثال‌های فوق. ایجاد زمینه‌ای مناسب برای آشمنایی با مفهوم ایتشدلال ابتتا خی بواق: 
بیشتر این مثال‌ها نمونه‌هایی از قضایای کی هستند. 


1۹ أ 


اکثر قضیه‌های مهم ریاضی قضایای کلی هستند. به عنوان مثال. اهمیت قضیهٌ فیثاغورث در 
این نیست که در یک مثلث قانم‌الزاویه صدق می‌کند بلکه اين قضیه برای همه مثلت‌های قائم الزاویه 
صحیح است؛ و یا اهمیت اتحاد 2-۱ 05۳ + اه در اين است که * هر زاویه‌ای که باشد» این 


۸-۱- منال نقض 
امقدلال اتتاسی نها اشتان ی دهد که ضحه تست مها درست است, آین‌ساسیت: 
یکی از نشانه‌های اقتدار و زیبایی این نوع استدلال است. گاهی انُفاق می‌افتد که با مالی, عمومیّت 
نتیجه‌ای که حدس می‌زنيم نقض می‌شود. 
مثال ۶: بسیاری از اعداد طبیعی را می‌توان ب‌صورت حاصل جمع اعداد متوالی نوشت. 
بهنمونه‌های زیر توجه کنید : 
٩ - ۲+۳۴‏ 
۴+۵ +۳۳ +۲ +۱-< ۱۵ 
۷+ ۵+۶ +۴ ۲۲ 
2۲۴ ۳۹ 
۱۸۰+ ۱۷ ۷۴ 
حال اين سوّال مطرح می‌شود که آیا هر عدد طبیعی را می‌توان به صورت مجموع اعداد متوالی 
نوشت؟ 
حل: برای درست فهمیدن مسأله؛ باید به دو سژال اساسی پاسخ گوییم. اوّل آن که آیا مثال‌ها 
برای حل مسأله کافی هستند؟ و دوم اين که آیا امکان دارد که تمام اعداد طبیعی را برای بررسی داشتن 
چنین کیفیتی کنترل کرد؟ 
یکی از راه‌های خوب آن است که سعی کنیم یک عدد طبیعی بيابیم که جنین کیفیتی را نداشته 
باشنك» از هر عددی که بخواهیم شروع می‌کنیم و به جستجو ادامه می‌دهیم. 


۲ ۷ ۶۹ اج ۴+۵ +۳ - ۱۲ (الف 
۵ 2 ۱۷۹ (ب 
۳ (ج ۷۸ ۵+۶ ۲۶ (ب 

۲ 2 ۳۰-2۹ (ت 

27( ۸۰ + ۷+ ۴۰-۶ (ن 


جح 


می‌بينيم که عدد ۸ را نمی‌توان به‌صورت مجموع اعداد متوالی نوشت. عدد ۸ مثال نقضی 
است که نشان می‌دهد هر عدد طبیعی را نمی‌توان به صورت اعداد متوالی نوشت. 

منال ۷: گر دو نقطهٌ اختیاری بر روی پیرآمون دایره را به‌وسیلةٌ یک پاره‌خط به هم وصل کنیم, 
دایره به دو ناحیه تقسیم می‌شود. با اتصال سه نقطهٌ اختیاری بر روی دایره دایره به ۴ ناحیه تقسیم 
می‌شود. شکل زیر این موضوع را برای ۰۲ ۴۰۳ و ۵ نقطهٌ اختیاری بر روی دایره نشان می‌دهد : 


)( ۵ ۵( 0 


نتیجه احتمالی: اگر تعداد نقاط ۶ باشد. تعداد ناحیه‌ها ۲۲ است. 
حل: ۶ نقطه بر روی دایره‌ای اختیار می‌کنیم و آن‌ها 

را به وسیلهٌ پاره‌خط‌هایی به هم وصل می‌کنیم. با توجه به 

شکل روبرو؛ می‌بينيم که تعداد ناحیه‌ها ب‌صورت ۰۲ ۰۲ ۰۸ 

۶ ... افزایش می‌یابند. با استدلال استفرایی, به نظر 

می‌رسد که پاره خط‌هایی که ۶ نقطه را به هم متصل می‌کنند, 

دایره را به ۳۲ ناحیه تقسیم می‌کنند. اما با توجه به شکل 

روبرو مشاهده می‌شود که این نتیجه احتمالی نادرست 


است. با شمردن تعداد ناحیه‌ها, می‌بينيم که تعداد آن‌ها ۳۰ 
است. 

این مثال؛ معرفمراحلی اسنت که تشان‌ذهنده نادوسنتی حلس‌ما است: | فرعتی یک تال بیدا 
شود که حدس ما را نادرست کند. گوییم که با مثال نقض نادرستی حدس ثابت شده است. 


رتسب 
جح 


منال ۸: برای هر دو عدد گنگ : و می‌خواهيم ببينیم آیا بو + نک ان با خی 
حل: کافی‌است نشان دهیم که و ای پیدا توالت که کرک باشند اما مجموع آن‌هاء یعنی 
+ گنگ نباشد.برای اين کار اگر دو عدد گنگ 2-۲۲ و 2-۲-۲ ۷ را انتخاب کنیم, 


می‌بینیم 
(۲-۰/۲) +(۲+۰/۲) < بو + ز 
2۴ ۲+۷۲ - 
که یک غدد کوب است؛ یس این منال؛ تتیجه گیری کلی زا نقض کرد. یعنی مجموع دو عدد گنگ 
همیشه یک عدد گنگ نیست. 
۹-۱- قضایای نسرطی 


پیشتر شما با ضرب المثل‌های فارسی که معمولاً هدفشان آگاه کردن مردم از پیامدهای کارهای 
بخصوصی ات ال «نابرده رنج گنج میسر نمی‌شود)؛ «کارها نیکو شود اما به‌صبر» و 
«سحرخیز باش تا کامروا بانی» از این نوع ضرب المثل‌ها هستند. یعنی اگر به ترتیب شرط «رنج 
بردن»۰ «صبوری» و «سحرخیزی» تخت ناه | کار «رسیدن به گنج », «نیکویی در کارها» و 
«کامروایی» میسر می‌شود. 

همان‌طور که.دفت کرده‌اید؛ در سرتاسر ریاضی که تا به حال یاد گرفته‌اید. به دفعات با جملات 
شرطی از قبیل «اگر ۵< آنگاه ۲<۰» که به ازای تمام مقادیر حقیقی > برقرار هستند روبرو 
بالا ۲<۱۰) حکم قضیه می‌نامند. 

منال :٩‏ «هر نقطهّ دلخواه روی عمود منصف یک پاره‌خط, اژ قو سیر آن بارعقط بهیکت 
فاصله است» مثالی از یک قضيهٌ شرطی است که در آن ]۷معرّف نقطه دلخواه بر عمودمنصف پاره خط 
5 است و 

فرض:نقطةٌ ۷ بر عمودمنصف پاره‌خط ۸ است. 

حکم: ۱18 - ۱1۸ 

حال به مثال زير و ویژگی آن توجه کنید : 

مثال ۱۰: اگر نقطه 21 از دو سر پاره‌خط ۸ به یک فاصله باشد یعنی : ۷13(-۸, آنگاه 1۷ 
بر عمودمنصف پاره‌خط ۸1 قرار دارد. 


ط(ة(ة( 


تیتاح وه کایطای ری و گنه رآ طال افو خک ال عرش هد انست: 


نکته:باید توجه داشت که همیشه عکس قضیه, یک قضیه نیست. 

مثال ۱۱:اگر ۰ < > آنگاه ۰ < ۲ 

این مثال یک قضیه است که در آن* 

 <۰ فرض:‎ 

حکم:۰< "۲ 

حال عکس این قضیه را در نظر بگیرید 

«اگر ۰< در آنگاه ۶<۰» که در اینجا 

فرضص: ۰< "5 

حکم: ۰< ۲ 

اما ان یکت قشیه کل لیسه زا بهاز این ها نی خر ای که فرضن فرست اتب 
0 ۱۰ (۱) ع ۲ اما کر 


۱۰-۱- اثبات با زگشتی 
اژعاشنآموژان کلایشی خر انیت یله وق که قیه زین را اتبات کید 
استا: 
۱ 
۱۳( 2( 
تجوه آسخدلال یکین ازواتش‌آموژان تین بود ؛ 
او طرفین (۱) را به توان ۲ رساند : 


"۳ < + نر۲ + مر 

سپس ۴۸ را از طرفین (۲) کم کرد و آن‌را بدین‌صورت نوشت : 
۳( ۰< ۲+ ۲ - اور 
6 و وخ 


وه گرفت که مرن هه (وسشع یاصت نت یی (؟) راز نع ازع ایت. 
این‌گونه استدلال ویزهُ این دانش‌آموز نیست و در بین سایر دانش‌آموزان نیز کم و بیش مرسوم 
است. آن‌ها به جای اثبات حکم, ان حکم را درست فرض کرده و به یک نتیجهٌ بدیهی يا دانسته شده 
سیعنی از حکم به فرض - می‌رسند. این شیوه.اثبات نیست بلکه ایده خوبی برای اثبات به دانش‌آموزان 
می‌دهد و همجنان که در ابتدای این فصل نیز گفته شد. استفاده از جنین روش‌های شهودی برای 
فهمیدن استدلال واقعی مفید است. با این حال باید دفت داشته باشیم که استدلال شهودی - هرجند 
طبیعی و مفید - اگرجه می‌تواند مارا به‌طرف اثبات ریاضی راهبری کند اما یک انبات ریاضی 
حال به بررسی مجدد اثبات فوق می‌پردازيم. می‌بینیم که در واقع این دانش‌آموز عکس قضيةٌ 
فوق را ثابت کرده بود. یعنی با فرض درستی 
۳( 2( +۳ 
به‌درستی (۴). یعنی ۰< "(1-). رسیده بود. درحالی که فرض قضیه این بود که »و ۷ 
اعداد حقیقی و مثبت هستند. پس در مورد آن‌ها (۴) برقرار است و هدف. اثبات حکم یعنی اثبات 
دزی تاشتازی ( ۱ ابسگا: 
2 (۱ +۳ 
با این توضیحات. دوباره به اثبات ریاضی این قضیه می‌پردازیم. 
انبات: جون ۲( -) هميشه بزرگتر و یا مساوی صفر است , نامساوی (۲) یعنی 
۰< ۲+ ۲۳-۲ از آن نتیجه می‌شود. 
با افزودن /۴«۵ به طرفین نامساوی (۳). نامسساوی (۲) به‌دست می‌آید. یعنی : 
)۲( ۴0 < ۱۷۲+ ۲0+ آعر 
نامساوی (۲) را می‌توان ب‌,صورت زیر نوشت : 
0 < (۱۷+) 
حون و ۷ هر دو مثبت هستند. درنتیجه : 
ویا: 
۲ < (+) 


:؟ة(2۱ظلظ2ظ2ه2ظظظضس(_ 


که با تقسیم طرفین بر ۲ داریم : 
۱ 
( ۷ 


گاهی برای ارزیابی ذکاوت و دقت افراد. اثبات‌هایی ارائّه می‌شود که در آن‌ها درستی تساوی‌های 
غیر ممکنی را با ایجاد شبهه در فرد نشان می‌دهند! و سپس از آن‌ها علت را جویا می‌شوند ؟! در واقع» 
در این‌گونه انبات‌ها. حکم را فرض در نظر گرفته. روی آن عملیانی انجام داده و ظاهراً گاهی (اکثر 
اشتباهات) در اثبات قضیه‌ها و حل مسائل ریاضی حکم را فرض در نظر گرفته ؛ روی آن عملیات 
انجام داده, ظاهرا به نتیجه می‌رسیم! به مثال زیر توجه کنید : 

مثال ۱۲: ثابت کنید ۶ - ۱۲ 


اثبات: 

)۱( ۳۲ 
پا توجه به خاصیت جابه‌جایی تساوی 

۳ (۲) 


سپس از جمع دو رابطةٌ (۱) و (۲) خواهیم داشت! 

۸-۸ (۳) 

اما با توجه به مطالبی که یاد گرفتیم, می‌دانیم که تنها درصورتی این اثبات درست است که 
کی با هی توا از( ارزسین یه( رسب فرهان که با نک نگاه درب باب 
کهچتین آمری,محال استیفتی از (۳) کذ 0 است نس توالن بدفساوق (۱) که ۶2۷ و سیس بة 
تساوی (۱) که ۶ <۲ است برسیم. درنتیجه عدم برگشت‌پذیری ادعای فوق نشان می‌دهد که اثبات 
مذکور نادرست و فقط ایجاد شبهه بوده است! در واقع در اثبات فوق» حکم را فرض در نظر گرفته. 
روی ان عملیاتی انجام داده و ظاهرا به نتیجه رسیدیم. 

تمرین: اثبات مثال ۱۳ را با اثبات دانش‌اموز در بخش ۱۰-۱ مقایسه کنید. حه نتیجه‌ای 


می‌گیرید؟ 


سس 


۱- با استفاده از استدلال استنتاجی, نتایج زیر را کامل کنید. 
الف) اگر باران ببارد. زمين مرطوب می‌شود. الان باران می‌بارد. 


نتیجه:زمین ابتت: 


ب) خطوط موازی هیچگاه یکدیگر را قطع نمی‌کنند. خطوط با و سا موازی سستند: 


نتیجه: با و سب[ 


۲-آیا نتایج زیر از عبارات داده شده حاصل می‌شوند؟ جواب خود را توضیح دهید. 
الف) تمام دانش‌آموزانی که ریاضی یاد می‌گیرند می‌توانند محاسبه کنند. 

حمید دانش‌آموزی است که ریاضی یاد می‌گیرد. 

نتیجه: حمید می‌تواند محاسبه کند. 

ب) بعضی از دانش‌آموزان با طرز کار کامپیوتر آشنا هستند. 

نرگس دانش‌آموز است. 

نتیجه: نرگس با طرز کار کامپیوتر آشنا است. 

پ) مثلث متساوی‌الساقین دارای حداقل دو ضلع مساوی است. 

مثلث متساوی‌الاضلاع دارای سه ضلع مساوی است. 

نتیجه: هر مثلك متساوی‌الاضلاع. یک مثلث متساوی‌الساقین است. 

۳- نشان دهید که جرا مجموع دو عدد زوح هميشه زوج است؟ 

تغل اممت کاترآن دایودو رای عضو تم کیال سینت غود هرزتتد: 


صاعتاهن۱ و ممه‌تاممطاه ۱ مهو ۱۰۱ ۲ 6 -۱ 


با توجه به شرایط زیر آن‌ها را برحسب افزایش قد مرتب کنید : 
الف) حداقل دو نفر از آن‌ها از علی کوتاهتر می‌باشند. 
ب) داوود از کامران کوتاهتر است؛ 
تب خن و ریق رس ایس 
ت) داوود از علی بلندتراست. 
۵- کدام‌یک از عبارات زیر درست و کدام‌یک غلط ( نادرست) است. در صورت غلط بودن 
یک مثال نقض پیدا کنید. 
الف) اگر ۱ با هر عدد فردی جمع شود. نتیجه هميشه یک عدد زوج است. 
ب) توان دوم یک عدد هميشه از آن بزرگتر است. 
پ) مجموع دی زاو هاده کنر ان ۱۸۳ است: 
ت) هميشه ارتفاع یک مثلث داخل آن قرار می‌گیرد. 
ث) هر مستطیلی یک مربع ایستا: 
ج‌( هر مربعی یک مستطیل است. 
۶ نمونه‌های زیر را درنظر بگیرید : 
۳+ ۱+ ۶-۷ 
۳+ ۲+ ۱۴-۱ 
۳۲+ ۲۲+ ۲۴-۲ 
۵٩-۱۷ +۳۷۲‏ 
۶۲+ ۳+۴ ۶۱-2 
۸٩ - ۲ +۲۲ +۲‏ 


ح( 


نتیجه احتمالی آن است که : هر عدد طبیعی را می‌توان به صورت مجموع سه مربع کامل 
نتم با ارانه یکت منال تقض شا قشید که تشه گر ثرق علط ارست: 

۷- کدام‌یک از احکام زیر درست هستند؟ 

الف) اگر > گنگ و ۲ گویا بائید. آنگاه ( چبت) گویا است. 

ب) اگر « ول هر دو گویا باشند. آنگاه (+» گویا است. 

احکام درست را اثبات کنید و برای رد احکام نادرست منال‌های نقض بیاورید. 

۸- بعضی از احکام زیر قضایای کلی هستند. قضایای کی را اثبات کرده و برای نادرستی 
باقی احکام مثال نقض بیاورید : 


صسصسصسصسصسص 


الف) حاصلضرب هر دو عدد حقیقی کوجکتر یا مساوی نصف مجموع مربع‌های آن‌هاست. 
یت ی 

پ) هر دو زاویه مساوی. متقابل هرس ت 

ت) اگر ۱< ۶ آنگاه ۲< 1 . 

ث) اگر ۲< , آنگاه ۱< > . 

2 اگر . < 0-۱(۲, آنگاه ۱ 

ج) اگر ۰اه آنگاه »حه و ۰ع9, 


۱۱-۱ برهان خلف (ثبات غیرمستقیم) 

گاهی اوقات برای اثبات یک قضیه, ابندا فرض می‌کنيم که حکم قضیه درست نباشد. آنگاه با 
استفاده از روش استنتاج به یک تناقض می‌رسیم. 

منال ۱: نشان دهید که با فرض صحیح بودن . اگر "9 زوح باشد, 9 نیز زوج است. 

حل: به‌جای اثبات زوح بودن 0 می‌توانیم نشان دهیم که 0 نمی‌تواند فرد باشد. 

ابتدا فرض می کنیم 1 فرد باشد یعنی ۲1+۱ < 9 که دراینجا 1 یک عدد صحیح است. درنتیجه 
داریم : 

2۲ - )۲1۶+۱(۲ - ۴۷ + ۴+۱ < ۴) +10(+۱ 

ف این تشان‌دهند: آن استا که ۵ ورد است: 

می‌بينيم که این یک تناقض است. زیرا فرض مسأله بر این بود که "10 زوج باشد. یعنی ۳ 
نمی‌تواند هم زوج (طبق فرض مساله) و هم فرد (طبق نتیجه‌ای که به‌دست اورده‌ايم) باشد. بنابراین 
بهیک تناقض می‌رسیم. تنها توجیه این تناقض آن است که فرض فرد بودن 0 نادرست است» پس ظ 
باید زوح باشد. 

مغال ۶۲ قرضی کنید (۸ تیتسار ز اوه ۸ جر لت ۸0 باه اک ااناع(ظ ثایت کل 
6 ۶ ۸ . ۸ 


(ة(ة(_ 


حل: انبات را از طریق برهان خلف انجام می‌دهیم . فرض کنید نتیجه مطلوب یعنی )۸ ۶ ۸۵ 
مساو اتافین کمستاز ۸ میاه نت هس شای این 31206 که ایع با فرض ساله بعتی 
() ۶ «1 در تضاد است. بنابراین فرض درست نبودن )۸ 7 ۸۳ رد می‌شود. یعنی ۸6 ۶« ۸3 . 


در تمام ریاضیات کاربرد داز 


برهان خلف 

برای استفاده از برهان خلف (اثبات غیرمستقیم) گام‌های زیر را در تفر 
ی ریم 

گام ۱: فرض می‌کنيم نتيجهٌ مطلوب درست نباشد. 

گام ۲: ان می‌دهیم که این فرض نتیجه‌ای به‌دست می‌دهد که حقایق دانسته شده را 
گام ۳: حال که به یک تنافض رسیده‌ايم, معلوم می‌شنود که فرضی که در گام اول کرده 
بودیم نادرست است. بنابراین نتیجهٌ مطلوب باید درست باشد. 


ال وشن ده که 3۲ کیک است: 
اثبات: فرض کنیم نتیجهٌ مطلوب درست نباشد یعنی ۷/۲ گنگ نبوده. گویا بائد (گام ۰)۱ حال 
با توجه به تعریف گویا بودن یک عدد. ۷۲ را به صورت کسر ۳ می‌نویسیم که در آن 0 و و اعداد 
1 


صحیح (متعق ب.2) و کسر ‏ به ساده‌ترین صورت خود است. یعنی 0 و 4 نسبت به هم اول هستند 


یعنی 0:0(<۱) و 
)۱( - ۲/* 
۹ 
طرفین (۱) را به توان دو می‌رسانيم : 
۲ 
2 
6 ب 2 ۴ 
0 
سپس با ضرب طرفین (۲) در "۵ خواهیم داشت : 
۳( "و < ۲۵۲ 


از (۲) نتیجه می‌شود که "م عددی زوج است. حال طبق مثال ۱. می‌دانیم که با فرض صحیح بودن 
اگر "0 زوح باشد. 9 نیز زوج است یعنی : 


2 <2 (۳) 

درنتیحه : 
(۵) 2۲ "م 

در (۵) ب‌جای ". معادل آن را از (۳) که همان "۲۵ باشد جایگزین می‌کنيم : 
[02 2۳ ۲ 


پس از تقسیم طرفین بر ۲ داریم : 

۳( 2 "1 
از (۷) نتیجه می‌گیریم که ٩"‏ زوج بوده» باز طبق مثال۱ 4 نیز زوج است و این خلاف فرض 
است. زیرا در این صورت ۲ و ٩‏ هر دو مضارب ۲ هستند و نمی‌توانند نسبت به هم اول باشند 
(گام ۲). درنتیجه فرض گویا بودن ۷/۲ نادرست بوده پس ۷۲ می‌بایستی گنگ باشد . 


* با استفاده از روش استدلالی برهان خلف» احکام زیر را ثابت کنید : 
۱-اگر 1 عددی صحیح و "7 فرد باشد» نشان دهید 0 نیز فرد است. 
ادا کر فقبریی از ۲ اتف تشان ذهید که تر مر از ۲ است: 
کدافر ظ مضبری از ۲ باشته تقان دهد کهط نز مضری از ۱۰ است: 
۴- از یک نقطه خارج یک خط نمی‌توان بیش از یک خط بر آن عمود کرد. 
مایت ند ۳ کگاست: 
۶-اگر سه خط راست ۰4 "0 و 07 دوبه‌دو متمایز باشند و "4/0 (بخوانید ۵ موازی "4) 
و )1 آنگاه 0|/07. 
۷- ابت کنید (۳/--۰۲) گنگ است. 
سغایت کته اک هد کییا وخ کک انیت انگاه ( قب) کیک ایسه: 
ات گر ۵۲...., ۳ تمام اعسداذ اول کیمک با مساوی ۳ باشتتته تابت کشید کنه 
۱+(۳.... ۳۵ <۲)- آ یا اول است و يا عامل اول بزرگتر از ط دارد. 


« کح 


این حال در استد ال استتاجی .۰ کاهی رفت‌ها اگر سعی کنیم و عامدانه به تنافض 
هارولد ژا کویر, ۲۱۹۷۴ 


۱۲-۱- اصل لانه کبوتر 

بسیاری از بدیهیات دنیای اطراف و زندگی روزمر؛ ماء قانونمندی ریاضی دارند و درعین 
سادگی و ظرافت. دارای کاربردهای گوناگون و متنوع هستند. به عنوان مثال, واضح است که اگر 
۵ کبوتر به طرف ۴ لانه پرواز کنند و بخواهند داخل لانه‌ها بسوند» حداقل یکی از لانه‌ها شامل دو 
کبوتر خواهد بود! همجنین اگر ٩‏ نفر در یک میهمانی حضور داشته باشند.حداقل روز تولد دو و يا 
ند تفر از آن‌ها در یک ووژ هفته می‌بایید. منال‌هانی از این فبیل برای همه ما اشتاست. اضل لانه 
کبوتر توجیه کننده دو مثال بالا و یکی از همین بدیهیات است که با این حال بعضی از مسایل پیجیده 
ریاضی را قابل حل می‌کند. اين اصل. بخصوص در مواقعی که می‌خواهیم رخداد موقعیت خاصی 
را بررسی کنیم. مورد استفاده قرار می‌گیرد. 


اصل لانه کبوتر 

ار کی 4 کون را اتعال کند م لاد کو ها سس از مداد اند کر ها 
باشد (<8),آنگاه طبق اصل لاه کیوثر حدافل یک لانه کبوتر وجود خواهد 
داشت که دست کم دو و با بیشتر از دو کبوتر در آن فرار داشته باشند. 


مثال۱: 5 یک زیرمجموعهٌ ۳۷ عضوی از اعداد طبیعی است. اگر اعضای ٩‏ را بر عدد ۳۶ 
تقسیم کنیم. حداقل دو عضو از این مجموعه دارای باقیماندهة یکسانی بر ۳۶ هستند. 
حل: می‌دانیم که تقسیم هر عدد طبیعی « بر ۳۶ به‌صورت ۲+ ۳۶۵ < ظ است که 4 خارجقسمت. 
۲ باقیمانده و ۳۶ >۲ >" است. بنابراین مجموعه باقیمانده‌ها, بعنی (۳۵ ,...,1۰,۱,۲ »دارای ۲۶ عضو 
است. مشابهت این مقال با لاه کبوتر حتین است که اک اعضای 5 (۳۷ عضنو) را تعداد کیوترها و 
تعداد باقیمانده‌ها (۳۶) را لانه کبوترها در نظر بگیریم» آن‌وقت درمی‌يابيم که حداقل یکی از لانه‌ها 
05 ۱-1 
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پدیرای دو و یا تعداد بیشتری کبوتر می‌باشد! یعنی : 

حداقل دو عضو از مجموعه 5 دارای باقیماند؛ یکسانی بر ۳۶ خواهند بود. 

تهریر: ٩‏ نک ویرسستوجه ۷۰ عضوان از اغزادطیص انسیا راشای راب ۲۵ نس 
کنیم, شان دهید که دست کم سه عضو ٩‏ دارای یک باقیمانده‌اند. 

مثال ۲: پنج نقطه داخل مربعی به ضلع ۱ مفروض‌اند. ثابت کنید حداقل فاصلٌ دو نقطه از این 

۴ مربع کوجکتر را ۴ لانه کبوتر و ۵ نقطهٌ مفروض را ۵ کبوتر در نظر می‌گيریم که می‌خواهند به 
حداقل دوتا از نقطه‌ها به یکی از مربع‌های کوجک تعلق دارند - همان‌طوری که حداقل دو کبوتر» به 
لا مشترک مي‌روند -وربا استفاده از قضبة فیناغورس درمي‌باييم که فاصلة آن دو نفطه کنتر از 


ِ است. با توجه به شکل ۰ صحت این ادعا را نشان می‌دهیم 


محاسبه: با توجه به اینکه طول ضلع مربع بزرگ ۱ است. درنتیجه طول ضاع مربع‌های کوچک 
> و فاصلٌ دونقطة ۸ و 3 ب اسفاد از قضيةٌ فیناغورس به‌دست می‌آید : 
(03۳۲) + "رتم آ(طه) 
ما شکل معلوم می‌کند که طول‌های ۸4 و 134 از ۱ که طول ضع مریع‌های کوجک است کمتر 


هستند . درتیحه : 


یعنی : > 


ان تفر ور وهای خضور +ارند, نشان شین حداهل ۲ تفر از آن‌ها دز یک ماه 
مثو لل تلد نت: 

۲- آمار نشان می‌دهد که تعداد تارهای موی سر افراد پیش از تیت تا کف 
شهری که ۳۰۰۰۰۲ نفر جمعیت دارد. حداقل دو نفر از شهروندان تعداد تارهای مویشان با هم 
تا ون | باه 

۳-مثلث متساوی‌الاضلاع ۸۵0 به ضلع ۱ مفروض است. پنج نقطه را در داخل مثلث درنظر 


می‌گيريم. نشان دهید حداقل دو نقطه وجود دارند که فاصل آن‌ها کمتر از ‌ است. 


۴- نشان دهید هر زیرمحموعه‌ای از محموعة (۳,...,۹ ,1۱,۲ ٩<‏ که دارای ۶ عضو باشد 
حداقل دو عضو دارد که مجموع آن‌ها برابر ۱۰ است. 
۵-با استفاده از برهان خلف. اصل لانه کبوتر را که تا حال به‌طور شهودی بدیهی فرض کرده 


مجله ریاضی 

نظرية مجموعه‌ها از اواخر فرن نوزدهم و اوایل قرن ببستم میلادی مطرح شد و پس از 
مدتی به‌عنوان مبانی ریاضیات جایگاه ویژه‌ای پیدا کرد. 

ریاضیدانان گوناگونی در تحکیم اين نظریه فعالیت داشته‌اند ولی ریاضیدان آلمانی 
گت کالتور در اس مورد عشی اساسی اشت کار در سس رری رورس سول 
بل ار ا داي در رت و الا مار دود سا‌های ۱۲ ال 
۱ اس بسا هل الما و رای ترا انا عبی خر در نظریه 
۱ 


۳" 


نصل ۲ 


مجموعه س ضرب دکارتی و رابطه 


فکر می‌کنید می‌توانیم مفهوم مجموعه را به کمک مفهوم‌های ساده‌تری از خود مفهوم مجموعه 
تعریف کنیم؟! 
این کار امکان‌پذیرنیست! ولی اغلب افرا با این مفهوم آتنا هستند و آن را کار می‌برند. 
به‌عنوان مثال عبارت‌های «دانش‌آموزانی که معدل آنها ۱۶ است»» «نقطه‌هایی در فضا که از دو نقطه 
مفروض به یک فاصله‌اند». «عددهای ۰۲ ۰۳ ۵ و ۷» و «همه کسانی که گواهينامة رانندگی دارند» هر 
کدام یک مجموعه هستند. درواقع مجموعه به‌عنوان دسته‌ای از اشیای کاملاًمعین درنظر گرفته 
می‌شود که با نام بردن اعضای آن با معرفی خاصیت مشترک اعضای آن مشخص می‌شود. 
در این فصل ضمن آشنایی بیشتر با طبیعت مجموعه‌ها به بررسی روش‌های طبیعی و متعدد 
ترکیب و پیرایش مجموعه‌ها. برای تشکیل مجموعه‌های دیگر می‌پردازيم. همان‌طور که بررسی نظام‌وار 
ویژگی‌های کلی اعداد همراه با اعمال جمع, تفریق. ضرب و تقسیم به جبر اعداد می‌انجامد ؛ مطالعه 
نظام‌وار این روش‌ها نیز به نوعی «جبر» مجموعه‌ها منجر می‌شود. 
معمولا در حالت کلی مجموعه را با یکی از حروف بزرگ ۸ 0 شان می‌د هیم . 
اشیایی که با هم مجموعةٌ مفروضی را تشکیل می‌دهند. عضوها یا عنصرهای آن مجموعه نامیده 
می‌شوند. برای آن که تعلقق عضوی جون 5 به مجموعه‌ای جون ۸ را به‌طور نمادی بیان کنیم» می‌نویسیم 
۸ ۶ 
و اگر « عضو مجموعة ۸ نباشد و یا به عبارت دیگر * متعلق به ۸ نباشد. می‌نویسیم 
۵ ,۶ 
بدیهی است برای شناختن یک مجموعه باید بدانیم دقیقاً جه جیزهایی عضو آن هستند. 
گفتیم یک مجموعه با نام بردن اعضای آن یا معرفی خاصیت مشترک اعضای آن مشخص 


.-._ ظظظ( 


می‌شود. مثلاً مجموعه اعداد اول یک رقمی را با نام بردن اعضای آن به‌صورت 
۳,۵,۷ ,1۲ 
و یا با بیان خاصیت مشترک اعضای آن به‌صورت 
[« عدد اول یک رقمی است. |« 
نشان می‌دهیم که آن را با په کار بردن نماد «۱۰>» به‌جای « یک رقمی است» و «۳> » به‌جای 
( عددی اول است» به‌صورت 
61 ,۰ ۱> ۲ ۹ 

می ویسیم . 

به‌عنوان مثالی دیگر ؛ می‌دانیم مجموعه نقطه‌هایی از یک صفحه که به فاصلهٌ معینی از نقطه 
مفروضی در آن صفحه باشند یک دایره تشکیل می‌دهند. در اين مثال مجموعه را به کمک یک شرط 
ریک کر تفای مامتان عم ی 
کرده‌ايم که عضوهای مجموعه باید آن را داشته بائند. نقطه‌های واقع بر محیط دایره, با این شرط 
شاز کار که و باتقا را انم خاصیتی فستند. کف غیبه آن‌ها ویک صفحه فر اد در فهاید و اوه 
مفروضی (0) مرکز دایره) به یک فاصله (1 اندازه شعاع دایره) هستند. 

در مشخص کردن یک مجموعه, ممکن است مناسب. يا حتی امکان‌پذیر نباشد که فهرست 
کاملی از اعضایش را بنويسیم. مجموعهٌ نقاط روی دایره به مرکز 0 و شعاع 7 از آن جمله هستند ؛ یا 
مانند محموعه اعداد اول امکان نوشتن همه عضوهای ان نباشد. 

۳ 2 

منهوم‌های «شرط» و «خاصیت» پیوندی جدی با مفهوم «مجموعه» دارند. به‌طور کلی هر 

تعریف از نوع 
[ شرطی در مورد « 5٩-1‏ 

به این معنی است که ٩‏ محموعه همه «هایی است که در مورد آن‌ها شرط مفروضی صادق 

تاشییء بهطوز تال | گرگ وا مجموعه جواب‌های معادلة درجه دوم 
نس ۳ از 
در نظر بگیریم می‌توان آن را بعد از حل معادله بهصورت 
[1-۱,۵ < ۸ 

نشان داد. يا از حل معادله اجتناب کرده آن را ب‌صورت 


۰-۵-۰ - او «-۸ 


۳ 


بنویسیم. به این طریق نیز تعریفی دقیق و بدون ابهام برای ۸ به‌دست می‌آید. 
حال به‌عنوان مثالی دیگر مجموعةٌ 13 را ب‌صورت زير درنظر بگیرید 
(۲>۷>۳- () <ظ1 
با کمی دقت متوجه ابهامی در تعریف این مجموعه می‌شویم. زیرا اگر فقط اعداد صحیح مورد 
نظر باشند. مجموعه 33 شامل اعداد ۰-۲ ۰-۱ ۲۰۱۰۰ و ۳ می‌شود ولی اگر اعداد حقیقی مورد نظر 
تاد نات هه اعداه خیش یگرب ۲و ۲ وا مد باعل ی فنود: 
برای رفع یک چنین ابهامی, مجموعه‌ای چون تآ را که اعضای مجموعة موردنظر باید از آن 
انتخاب شوند. مشخص می‌کنیم. به طور کلی هر تعریف به‌صورت 
[ شرطی در مورد * الا > *1< 2 
به این معنی است که 26 مجموعه تمام اعضایی مانند « موجود در مجموعه لا است که به‌ازای 
آن‌ها شرط مفروض در مورد » برآورده می‌شود. البته صورت معادل 
[11>» و شرطی در مورد < [«] < 16 
نیز همان معنا را دارد ولی ما نمایش اول را ترجیح می‌دهیم چون بر نقش لا تأکید بیشتری دارد. 
مجموعه لا که اعضای 2 طبق شرط تعیین شده از آن انتخاب می‌شوند. مجموعه مرجع یا 
مجموعةٌ جهانی" خوانده می‌شود. 
به‌عنوان مثال اگر ۸ مجموعه اعداد مضرب ۲ باشد. آنگاه مجموعةٌ جهانی را مجموعه اعداد 
صحیح (2) می گیریم و آن را بصورت 
۲۰71 د۳ ۱ 2۶ ۲ ۸-۱7۱ 
ی 
معمولا خاصیت مشترک اعضای یک مجموعه را با (۳6۶ یا (*)0 نشان می‌دهیم و آن را 
کته با متقیر عم کگراتیم: شا آيج برا یشان دادن شرع 26 دوعات کلیس تررسی * 
((۳6 نات << 
که لا مجموعه جهانی و ()۲ به معنی « خاصیت ۳ دارد» می‌باشد (گزاره‌نما). 
فر سیخ 
۱۱۲ ۱ < ۸۵ 
اعداد حقیقی ۰6 محموعه جهانی و ۲ > >۱ همان ()۳ است. 


ا۵ 1۷7۵۲921 -۱ 


 __.-‏ سظظظ( 


به طور کلی 


اگر شین بائبدمی کوج که این گزازیشا باق مضرعه ۲۷ سر آننتت: 
مثلاً عبارت ۳ >> ۲- یک گزاره‌نماست که برای مجموعة 7و برای محموعه 1 معتبر 


است. یعنی با قرار دادن هر عدد صحیح یا حقیقی به جای « جمله‌ای به‌دست می‌آید که یا درست است 
یا نادرست. مثلا جملهةٌ ۳ > ۱> ۲- درست است ولی ۳ > ۶ > ۲- نادرست است. 

باید توجه کرد که گزاره‌نما در مجموعه‌های جهانی متفاوت تعریف می‌شود. مثلاًاگر 34 را 
مجیوعً چهار ی های سخب را نم در ضفعحه در تطربگیرب آنگار عبات اد بیج ایک گرازهمای 
است معتبر برای مجموعه !۷ و مجموعه 

[* مربع است /۰ ۱ 

فقط مجموعه مربع‌های واقع در صفحه است. 

یا اگر ٩‏ مجموعه نقاط صفحه باشد. دایره به مرکز 0 و شعاع 7 را به‌عنوان یک مجموعه از 


نقاط به‌صورت 

[ فاصلهٌ « از 0۵ برایر 1 است ٩‏ *) 
۳ 
جواب‌های معادلةٌ 


2۰ ۸ + ۶ - آ یر 


باشد و 9 مجموعه اعداد صحیح زوج بین ۱ و ۰۵ آنگاه ۸ و ظ هر دو دقيقاًدارای دو عضو ۲ و ۴ 
هستند . با مشخص شدن اعضاء مشاهده می‌شود که این دو مجموعه برابرند. بنابراین طبیعی است 


با توجه به تعریف بالا مشاهده می‌شود که مجموعه‌های (۵,۱۵,۲۵] < ۸ و [1۱۵,۲۵,۵< ۳ 


برابرند. زیرا هر عضو ۸ عضو 3 نیز هست و هر عضو 9 نیز عضو ۸ است. 


همحنین مجموعه‌های 2 و ۳۰۳۶۲ 2 (] نیز برابرند زیرا هر عضو ) متعلق 
به (1 نیز هست و هر عضو ۲ نیز به ) تعلق دارد. 


مجموعه 


۸-۸ +۱ 


را درنظر بگیرید. با کمی دقت ملاحظه می‌کنید که هیج عدد حقیقی در شرط این مجموعه صدق 


ال با تیه شرت با اپ تزایه ارت هی مد( و وا بیان کنیا 


۲-۲ زیرمجموعه 
با حذف برخی از اعضای مجموعه غیرتهی ۰۸ مجموعه‌های دیگری به‌دست می‌آیند که این 
مجموعه‌ها را زیرمجموعه‌های ۸ می‌نامیم. مثلاً اگر از مجموعة 
۳,۴۲ ,1۱,۲ - ۵ 
اعضای ۱ و ۲ را حذف کنیم مجموعة 
(1۳,۴-< ۳۴ 


۸شامل ظ است. 


به عبارت دیگر ۸ ۰ اگر برای هر لآ * از 2 2 نتیجه شود که ۸ . با توجه به این 


تعریف می‌توان گفت برای دو مجموعهٌ ۸ و 1 اگر عضوی در 13 وجود داشته باشد که این عضو در 
۸ نباشد در این‌صورت ظ زیرمجموعةٌ ۸ نیست و آن را بهصورت ۸ +3 نشان می‌دهیم. 

بنابراین می‌توان گفت : 

هر مجموعه‌ای زیرمجموعةٌ خودش است. 

یعنی برای هر مجموعه ۸ داریم ۸ ۰۸۰ همجنین بدیهی است که 1 .۸۰ . 

مثال ۱: نشان دهید محموعه (1۲,۳,۴,۵< ۸ زیرمحموعه (> زوج باشد 7 1 
نیست. 

حل: باید نشان دهیم حداقل یک عضو ۸ در 3 نیست. 

حون ۳۸ و ظ ,۳ بنابراین ظ + . 

توجه کنید که لازم نیست بدانیم که آیا عضوهای دیگر ۸ عضو 13 هستند یا خیر. 


مثال ۲: نشان دهید که محموعه [2,0) < ۸ زیرمحموعه سره [2,0,6) < 3 است. 
حل: ظ .۸۰ است زیرا ه و 0 هم متعلق به ۸ و هم متعلق به 13 است. اما جون 19 ولی 
۸ ,ع درنتیجه ۶ ۸ . بنابراین ۸ یک زیرمحموعه سره 3 است. 
فتال ۸۲ اگز 
۶۶۲۰ >۲۰- ۸<۱6۱ 
۹۱ >« 9-7 


0 < 1۵,1, ۳,۴,۶! 


1 - ]-۳,۴,۶,۷[ 


۶5 
سس 


۸ .8 (حرا؟) 
شب زیرا ناخ وی هر رظ 
۵ .1 (حرا؟) 
+ زیرا (1 ۷ ولی ) ,۷ 
بر زیرا ۳ ولی 3 ,۳- 
مثال ۴: ثابت کنید . زیرمحموعه هر مجموعه است. 
حل: 4 .. زیرا اگر ۸ +. باید عضوی مانند<در . باشد که در ۵ نباشد» و این 


غیرممکن است حون . عضوی ندارد. 
با توجه به تعریف زیرمجموعه می‌توان تعریف تساوی دو مجموعه را به‌صورت قضیه زیر 
بازنویسی کرد. 
قضیه ۱: دو مجموعهٌ ۸ و 13 مساوی هستند. یعنی -۸۵ اگر و تنها اگر 8 .۸و۸ .ظ 
برهان: اگر ۸-3 آنگاه از آنجا که ۸۵ ۸۰ نتیجه می‌گيريم که 19 ۸۰ و ۸۵ .3 . 
پرعکس, فرض می‌کنيم 13 ۸۰ و ۸ .9 آنگاه هر عضو ۰۸ عضوی از 3 است و هر عضو 
8 عضوی از ۰۸ از این‌رو اعضای ۸ و 13 یکی هستند و لذا ۸-3. 
قضیه ۲: برای سه مجموع ۰۸ 3 و ۵ اگر داشته باسیم ظ .۸۰ و 0 .3 آنگاه داریم 
0 .۰ ۸. 
پرهان: حون 3 .۸ پس هر عضو ۸ در 3 است و حون » .9 پس هر عضو 3 در ) است. 
بنابراین هر عضو ۸ عضو ) نیز هست درنتیجه 0 ۰۸۰ 7 
توجه کنید که زیرمجموعه‌ها را نباید با اعضای مجموعه اشتباه گرفت زیرا که اين دو مفهوم 
کاملا متفاوت هستند. 
منال ۵: اگر [),5,5) < 3 . کدام‌یک از احکام زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟ در 


صورت ادرستی دلیل آن را بیان کنید. 


الف) ۷[ ۲ ب) ۷ .۲ 
پ) ‏ 6۷ (1۲ ت) 1۷ .1۲۳۲ 
حل: الف) درست. 


ب) نادرست» علامت ی بایستی دو مجموعه را به هم مربوط کند ولی در این‌جا 7 زیرمجموعه 


.._ ظظ( 


پ) نادرست. علامت > بایستی یک شی را به یک مجموعه مربوط کند. ولی (7) زیرمجموعه 
1 است نه عضو ]۷. 

ت) درست. 

مثال ۶: اگر (۲-۶ ۸-۰ آیا ۲س۸؟ 

حل: ۸ یک مجموعه است که دارای تنها یک عنصر ۳ است. یعنی (1۳< ۰۸ پس عدد ۳ 
متعلق به ۸ است نه مساوی ۸. 

درنتیجه باید توجه داشته بائسیم که عضو 2 و مجموعه [2) متفاوت هستند و آن‌ها را یکی نگيريم. 

منال ۷: ایا هر محموعه‌ای دارای زیرمحموعه سره است؟ 

حل: مجموعة تهی دارای زیرمجموعة سره نیست ولی بقیه مجموعه‌ها ‏ . را ب‌عنوان زیرمجموعه 
سره خود دارند. اگر مجموعةٌ سره غیرتهی موردنظر باشد. مجموعه‌های تک‌عضوی دارای زیرمجموعة 
سره غیرتهی نیستند ولی بقیهُ مجموعه‌ها که بیش از یک عضو دارند دارای زیرمجموعه سره ناتهی 
می‌باشند . 


مجموعهٌ (۱,۲,۳) < ۸ را درنظر می‌گیریم و همه زیرمجموعه‌های ۸ را می‌نویسیم که عبارتند 
۳1 
و۰ 


۸ < ۷۲,۳۲ 


۸۵,۶۱ 

۸۱ <۶۲[ 

۸۲ <1۳( 

+ <2 1۱,۲ 

و 

[۲,۳)< و۸ 

حال اگر مجموعه این زیرمجموعه‌ها را با 
و 


ججچ 


مثال ۸: محموعه توانی (2,0) <3 را بنویسید. 
حل: کلیهٌ زیرمجموعه‌های 13 عبارتند از : 
اب - ظ 


212 ظ 
[210 8 
بنابراین 
۰( ,(2), .,(,)1< (ظ)۳ 
جنانکه ملاحظه شد مجموعهٌ 13 که ۲ عضو داشت. مجموعه توانی آن دارای "۴-۲ عضو بود 
و متضوقا ۸ که ۲ عطو داشت: ضوع ترانی آن. ۲ عفیر مق شی شایك قتبا تب با شاهده 
مثال‌های بالا به حدس زیر رسیده باشید. 
قضیه ۲: اگر مجموعة ۸ دارای 7 عضو باشد. مجموعه توانی آن دارای "۲ عضو خواهد 
7 
برهان: اين قضیه را با استفاده از استقرای ریاضی اثبات می‌کنيم. 
اگر ۱ مثلاً [ه) ۸ آنگاه : 
[ .,۳)۸(<۸ 
می‌بینيم که در این حالت (۳)۸ دارای ۲۱ عضو است و درنتیجه حکم قضیه برقرار است. اگر 
۲ مثلاً [2,9) - ۸ آنگاه 
((۳).(ه). .,ه) -(۳)۸ 
که دارای ۲۲ عضو است و درنتیجه حکم قضیه در این حالت نیز برقرار است. 
حال درستی حکم را برای 1-1 فرض می‌کنیم (فرض استقراء), یعنی فرض می‌کنیم اگر 
مجموعة ۸ دارایع1 عضو باشد» محموعه توانی آن: (فط دارای ۲۳ عضو است: 


1 


اگربه مجموعهٌ ۸ یک عضو اضافه کنیم. یعنی مجموعه ۰۸ 1+۱ عضوی شود (21+۱- )۰ 
آنگاه این عضو با "۲ عضو دیگر مجموع توانی, ۲۳ مجموعهٌ جدید برای مجموعة توانی پدید خواهد 
۳ 

یعنی تعداد عضوهای مجموعهٌ توانی ۸ جدید. (۲)۲۴ یعنی 
می‌شود که حکم قضیه برای هر عدد طبیعی. ۱ برقرار است. 

مجموعه‌ای را که تعداد اعضای آن برابر یک عدد حسابی باشد مجموعه متناهی می‌نامیم و 


۳ می‌باشد و به این ترتیب نتیجه 


مجموعه‌ای را که متناهی نباشد. مجموعه نامتناهی می‌نامیم. مثلاً مجموعه اعداد صحیح یک رقمی 
متناهی است ولی مجموعة اعداد صحیح 2 نامتناهی است همجنین مجموعه لا نامتناهی است. تعداد 
عضوهای یک مجموعة متناهی را عدد اصلی آن مجموعه می‌ناميم. مثلاً عدد اصلی مجموعة 
۲۱۱۴۱۶۱۱۸۲۰۴ ۰:۱ ۴,۶,۸,:۱ ,1۲ ۸ 

۰ است. جون تعداد عضوهای آن ۱۰ تاست. عدد اصلی مجموعه‌ای مانند ۸ را با || یا (9)۸ 
نشان می‌دهیم. باید توجه داشت که همواره می‌توان تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعه متناهی را 
برحسب تعداد اعضای همان مبوعه به‌دست آورد ولی تعداد زیرمجموعه‌های یک محموعه نامتناهی 
تعریف نشده است. 


تذکر: محموعه > > ۰ ۸-۱ نیز نمونه‌ای از مجموعه‌های نامتناهی است. 


۳-۲ نمایش هندسی مجموعه‌ها 

یکی از ابزارهای مهم استدلال‌های شهودی و استقریی برای فهم بهتر مجموعهها استفاده از 
تمثیل هندسی است. این‌کار برای بار اول توسط ریاضیدانی به‌نام ون" انجام شد و نمودار ون نام 
گرفت. در نمودار ون در حالت کلی اعضای مجموعه درون یک خم بسته در صفحه مانند دایره یا 
مستطیل نشان داده می‌شود. گاهی ناحیه داخلی شکلی را که برای نمايش مجموعه به‌ کار می‌رود 
هاشور می‌زنند. در زیرمجموعه‌های ۸ 3 و ) با استفاده از نمودار ون نشان داده شده‌اند. 


۲ 8 مر 


۱- ۷۵۲ 


۳ 


۳ 


بهعتوان منال ا کر 18 . ۸ و ۸۸۶19 آنگاه ۸و ظرا می‌توان به‌صورت هر یک از نمودارهای 


۱ 9 


زير نان داد. 


6,01 ,ها یع) < ۸ و رهبا ,م11 
آنگاه این مجموعه‌ها را با استفاده از 
نمودار ون ب‌صورت مقابل می‌توان نشان 
داد. 
باید توجه داشت که نمودار ون 
خود یک نوع تمئیل شهودی و هندسی است و به‌وسیلة آن نمی‌توان یک قضیه ریاضی را ثابت کرد. 
بلکه برای اثبات می‌توان از آن‌ها ایده گرفت. 


۱ مجموعه‌های زير را که با بیان خاصیتی معین. مشخص شده‌اند با گزاره‌نما نشان دهید. 
الف) محموعه اعداد حقیقی مثبت 

ب) مجموعة اعداد صحیح که مربعشان بزرگتر از ۹۵ نباشد. 

پ) محموعه اعداد حقیقی بین ۲ - و ۲ 

امن غااهای ,زیر وا کهبا کراردتنا توشته شده‌اند با نوشن اعضا شان دهید:؛: 


الف) [۵ > ۲ ۲ 2 ۸ 
ب( ]۲۵ > 7 -9 
ب( اس + ۱ ۲-0 


و( 


ت( ۱2۰+ 0-8 
۳ 


ن‌( ۱2۰+ «) - 

الف) یط 

ب ...و ۴۶,۸۱ ,1۲ - 13 
۳ ۲ ۱ 

پ ای ی وج 

۲ ۳ ۴ ۱ 

ت( [۱-۳,۱+۰/۳ 1 


۴ نشان دهید که مجموعه حروف لازم برای هجی کردن «بیناپین» با مجموعة حروف لازم 
برای هجی کردن «بیان» مساوی است. 
۵- حه شرایطی بین 0,0,0,۵ وجود داشته باشد تا تساوی زیر برقرار باشد؟ 
([(1)0(:)6,4 < [(0,ه) ,(12] 
۶- نشان دهید : الف) اگر ۸.۰ آنگاه .۸ 
ب)اگر ۸۵ .1 آنگاه ۸ 
۷- تمام زیرمجموعه‌های مجموعه [۱,*,۱-) را بنویسید. 
۸- تمام زیرمجموعه‌های مجموعه ۳,۵,۴ 1< ٩‏ را بنویسید. 
-٩‏ از گزاره‌های زیر کدام‌یک درست و کدام‌یک نادرست است. 
الف) 


سیم 
حبم 
سب 

۱ 

ِ 
حبم 
۳ 
خیم 
ی 
سب 
بست 
سرب 
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۱- تعیین کنید که در مجموعه‌های زیره کدام مجموعه, زیرمجموعةٌ دیگری است. 
[۸+۱۲-۰- ۱۲ (قات «)ع ۵ 

۳ << 

۳ 


[۶-< 1 
۲- تعیین کنید کدام‌یک از گزاره‌های زیر درست و کدام‌یک نادرست است. 
الف) "1۷ ۱۹ ,0 ] 1 
پِ [(دب,00) .() 
ب‌( ,۱۱۲ ۲۲۰ ,1۱ 
ت( (هرا) .ره 
ف( 21 1۱ 
۳- مثال‌هایی از مجموعه‌های دلخواه ۸ و 13 و ) بیاورید که برای آن‌ها احکام زیر درست 
باشند. 
الف) ارهاظ بر 
ب 8 و 10 و 0 ۸ 
پ( 8 ۸ و 3 .۸۵ 
آس ۵ب چبر مجموعه‌ها 


می‌شود. در نظریهٌ مجموعه‌ها نیز اعمالی مانند اجتماع, اشتراک» تفاضل تعریف می‌شود که به کمک 


آن‌ها می‌توان از دو محموعه داده شده. محموعه جدیدی ساخت. 


اجتماع دو مجموعه 
اجتماع مجموعه‌های ۸ و 2.مجموعه‌ای است که اعضایش, همه اعضای ۸ و همه اعضای ظ 
را شامل می‌شود. تلو ززسال ار 
و را عبر 
آنگاه اجتماع آن‌ها مجموعهُ [۱:۲,۳,۴,۵) است. یعنی 


(+ 


(۸ع یا ظع ۰ یا متعلق به هر دو محموعه ۸ و 3 است 58-1 ۸۵ 
با استفاده از نمودار ون؛ اجتماع دو مجموعه را می‌توان به‌صورت زیر نمایش داد. 


10 


اک ۸ و 
۸ 3 یکی هستند یعنی : 
۸ 8<ظ ۸ 
همجنین هریک از دو مجموعه ۸ و 13 زیرمجموعةٌ 3 ۸ هستند. یعنی 
8 ۸ .ظ و ظ ۸ .۸ 
مثال ۱: اگر (۲,۳:)- ۰۸ (۲,۴۶,۸) - 3 و (۳,۴,۵,۶) -0 آنگاه طبق تعریف اجتماع 
داریم : 
۲,۳۴۶,۸۸۲ -ظ ۸ 
,۴,۵,۶ ,۳ ,8-1۲ 6) 
[۲,۴,۶۸ 8 13 
در این مثال مقاهده بی‌شود که 38 8. 
مثال ۲: فرض کنید ۰۸ 3 و ) مجموعه‌های مثال ۱ باشند. می‌توان نشان داد 
0 5 دعه (ظ ه) 
برای این منظور ابتدا 3 ۸ را تعیین می‌کنیم 
[۳,۴۶,۸ 1۱,۲۱ هر 
سپس اجتماع 3 ۸ را بات به‌دست می‌آوریم 
0-1۲۱۳۴۶۸۵ (ظ ه) 


سب 


به همین ترتیب برای محاسبهٌ (0 8) ۸۵ ابتدا 6 3 را تعیین می‌کنيم : 
01۲,۴۶۸,۳۸۵ 3 
و بعد اجتماع ۸و 6 3 را بهدست می‌آوریم 
[۳,۵ ,۱,۲۱۴,۶۱۸ <(0 ظ) ۸ 
به‌وضوح مشاهده می‌شود که 
0 8 6۸ (ظ ه) 
مثال ۲: برای محموعه‌های [۱,۲) < ۰۸ (۳ ,3-1۲ و [1۱,۲,۳,۴< ) ملاحظه می‌شود : 
.ظ و ۸.6۵ 
درآ عال نان سب غا 
[۶<1۱,۲,۳ظ هر 
نیز داریم 
0 .8 ۸ 
هه لاوحا کی رات این تیا مان مضورت قعیه کر بان اف 
قضیه ۱: اگر 6 .۸ و 6 .ظ آنگاه 6 .18 ره 
برهان: فرض می‌کنيم 13 ۰6۸۸ آنگاه طبق تعریف اجتماع, 6۸ ۰ يا 3 > . اگر 2۸ 
جون طبق فرض قضیه داریم 6 .۰ ۰۸ بنابراین 6 ؛ اگر 3 > ۰ جون طبق فرض قضیه 0 . 13» 
بنابراین ) ع ۶ ؛ یعنی در هر صورت از 3 6۸ نتیجه می‌شود )> *. بنابراین 
0 .ظ ۸ 
قضیهٌ زیر خواص مقدماتی اجتماع را بیان می‌کند. 
قضیه ۲: برای هر سه مجموعهٌ ۰۸ 3 و ) داریم : 
الف) ۵ .- ر 
ب( ۸-۸ ۸ 
پ) 0 8) 6-۸ (ظ ه) 
برهان: بندهای الف و ب با توجه به تعریف به‌سادگی اثبات می‌شود. در اینجا فقط به اثبات 
فسمت پ می‌پردازيم. 
ین بظ ی ظ کر ظ ساران 
0 8 ۸ .ظ 


و( 


اما (0 ظ) ۸ ۵۰ بنابراین طبق قضیهٌ ۱ 


"0 0 8 ۸ .۲ ۸ 
انا 6 ظ .و6۵ 6 ۸ .0 3 بنابراین 
۳( 0 ۶ 6۸ 


براساس قضيهٌ ۰۱ از (۱) و (۲) نتیجه می‌شود : 
0 8 ۸ .6 (ظ ه) 
با استدلالی مشابه می‌توان ثابت کرد 
0 (ظ ۸ .0 ظ) ۸ 
بنابراین 
60 (ظ هه ظ5) ۸ 
با توجه به برابری به‌دست آمده می‌توان پرانتزها را برداشت و نوشت 
ظ ۸ر 
قضیه ۲: اگر ظ ۸۰ آنگاه 585 ۸. 
برهان: اگر 8 ۸۰ حون 8 .3 طبق قضیهٌ ۱ خواهیم داشت : 
.8 ۸ 
اما از طرف دیگر می‌دانیم 
8 ۸ .8 
به این ترتیب از دو رابطهٌ اخیر نتیجه می‌شود : 
۱ 5-8 ۸ 
با استفاده از نمودار ون نیز نتیجه این قضیه را می‌توان مشاهده کرد. 


. ۴ ۸۵ 8-8 


عکس فضیه ۲ نیز پرقرار است. 


قضیه ۴: برای هر دو محموعه ۸ و 3 اگر ۴88 ۸ آنگاه ۳ .۸۵. 
برهان: می‌دانيم 8 ۸ ۸۰ وطبق فرض قضیه داریم 8-8 ۸.پس ظ ۰۵۸۰ 2 


انتراک دو مجموعه 
در دو محموعهة 1۱,۲۳۲ < ۸ ی 2 ان عدد ۲ مشترک ابنت: لدا محموعه 1۳1 


اشتراک دو مجموعه ۸ و 3 خوانده می‌شود. 


۸۵۱ , ظع: «اعظ ۸ 


7 


8 ۸ 
تبصره: از تعریف اشتراک دو مجموعه نتیجه می‌شود که 
۸۵ 8-8 ۸ 
همجنین جون عضوهای 3 ۸ هم در ۸ و هم در 3 قرار دارند بنابراین 
۸ .ظ ۸ 
5 .ظ ۸ 
اگر دو مجموعة غیرتهی ۸ و 13 عضو مشترک نداشته باشند آنگاه 
8-۰ ۸ 


قضیه ۵: برای هر سه مجموعه ۰۸ 3 و ) داریم : 


الف) . < ظر 
ب( ۸-۸ ۸ 
پ‌ 0 8 ده (ظ ه) 


اثبات این قضیه به‌عنوان تمرین رها می‌شود. 

قضیه ۶: برای هر دو مجموعه ۸ و 8 اگر ظ .۸۰ آنگاه 8۸ ۸. 

پرهان: جون ۸ .3 ۸۵ بنابراین کافی است ثابت کنیم 3 ۵ ۰۸۰ 

اگر ۸۵ حون 8 .۸ پس 13 + . حال با توجه به این که ۸ و 3 > * می‌توان نتیجه 
گرفت که 8 ۰2۸ یعنی 8 ۸ ۸۰. حال از دو رابطةٌ ۸ .3 ۸ وظ ۸ ۸۰ نتیجه 
می‌شود 8-۸ ۸. 

در پایان دو تساوی وجود دارند که اجتماع و اشتراک را درهم می‌آميزند. ما اين مطلب را در 
قضية زیر بدون آثبات بیان می‌ کنیم. 

قضیه ۷: (قوانین پخش‌پذیری) 

برای هر سه مجموعه ۰۸ 3 و ) داریم : 

الف) و هم (ظ هاعه 8 ۸ 

(پخش‌پذیری اجتماع نسبت به اشتراک) 

ب ۵ ه) (ظ ه۵)ع6 ظ) ۸ 

(پخش‌پدیری اشتراک نسبت به اجتماع) 

یک راه تصور تساوی‌هایی که در قضیه بالا مطرح شد؛استفاده از نمودار ون است. برای 
تحقیق تساوی 

9 م۸ (ظ هاعه 5 ۸ 

سه دایرة دو به دو متقاطع برای نمایش مجموعه‌های ۰۸ 13 و ) درنظر می‌گيريم. 


۵ 


حال ) 3 را سایه می‌زنيم و سپس اجتماح آن ناحیه 
را با ۸ مشخص می‌کنيم. به این ترتیب ناحیه سایه‌دار مجموعه 
از سوی دیگر اگر دو مجموعه 8 ۸ و6 ۵ را 


روی شکل مشخص کنیم 


اشتراک این دو ناحیه یعنی : 
له ه) (ظ ه) 


را به‌صورت مقابل خواهیم داشت. 
همین‌طور که ملاحظه می‌کنید ناحیه‌های یکسانی مت آ مار 


تفاضل دو مجموعه 
فرض کنیم ۸ و 13 دو مجموعه باشند 


تفاضل دو محموعه با استفاده از نماد ریاضی 
جنین بیان می‌شود 


(ظ بد ۸-8۱۸ 
و با استفاده از نمودار ون تفاضل دو محموعه 
به‌صورت مقابل تیار داده می‌شود . 


اگر ۸ را برابر نا (مجموعهٌ جهانی) بگیریم هر 
آنگاه 17-3 را با 19 نشان می‌دهیم و آن را متمم 7 


20۳ 


۲ 1 
عمل متمم گیری از قوانین ساده‌ای پیروی می‌کند که برخی از آن‌ها در قضيه زیر مطرح شده 


اتتتت: 


مجموعة 13 نسبت به مجموعهٌ جهانی می‌نامیم. پس 
1-8-8 


قضیه ۸: اگر ۸ و 33 دو زیرمجموعه از مجموعهٌ جهانی ل] باشند. آنگاه 

الف) 17 *- 

ب) . .2" 

)۸(< ۸ 6 

ت( ۲ ۸-8-۸ 

ش) اکرظ .۸ آنگاه که .13 

ج‌( .2 ۸ ر 

چ‌( [1< ۸۵۳ ۸ر 

ثبات قضیه به کمک تعریف‌ها به سادگی انجام می‌شود. 

به‌عنوان مثال اگر 1۴ مجموعه اعداد حقیقی و 0 مجموعه اعداد گویا بائد آنگاه 0- * 
بسخنرعا اغیاه کی اس 

اعمالی که تا اینجا تعریف شدند از دو قانون دیگر به‌نام قوانین دمرگان تبعیت می‌کنند. 

قضیه :٩‏ اگر ۸ و 17 زیرمجموعه‌هایی از مجموعه جهانی لا بائند. آنگاه : 

الف) 5۳-۸ ه) 


سس 


تب 


ب ۲ ۲۳-۸ ه) 
برهان: الف) فرض کنیم ۳( 6)۸: آنگاه 5 ۸ ,5.پس ۸ ,2 و ظ ,2 درنتیجه 
۸ و 61 ۶ بنابراین ظ ۸ ۶ به این ترتیب می‌توان نتیجه گرفت 
8 که ۲( ه) 
وا کر بمراعل ابدلال بالا را واوونه کم تراهم داش 
(ظ ه) .8۳۰ ۸ 
از روابط به‌دست آمده می‌توان تساوی 
5۳۲۸ ه) 
را نتیجه گرفت. ِ 
انبات قسمت (ب) به‌عنوان تمرین به عهده دانش‌آموز است. 
از قوانین دمرگان و بند (پ) قضیة ۸ نتیجه می‌شود که اگر متمم گیری را بدانیم آنگاه اجتماع یا 
اشتراک را می‌توان به‌صورت زير برحسب دیگری بیان کرد. 
(ظ تم عظ ده 
(ظ تم عظ ده 
گفتیم اگر برای دو مجموعه ۵ و 3 داشته بانیم .132 ۸ آنگاه دو مجموعه را جدا از هم 
می‌نامیم. حال با توجه به تعریف متمم یک مجموعه. می‌توان ویژگی زير را برای دو مجموعه جدا از 
هم ۸و ظ نتیجه گرفت. 
نتیجه: اگر .8 ۸ آنگاه 8 .هو ۸ .8. 
توجه کنید که منهوم مجزا بودن سه مجموعه معنایی وسیعتر از 
0-۰ ظ ۸ 
دارد. درواقع سه مجموعه ۰۸ 3 و ) مجزا هستند اگر 
.62 ظ و .-6 هو .-ظ ۸ 


جح ابمتا 


۸ 2 و ) مجزا هستند 


تفاضل متقارن 
موی فا ساره سای خسایل فان آست کیت بهکی از 
مجموعه ۸ يا 3 تعلق دارند. این مجموعه به‌طور نمادی با 3 ۸۰ نمایش داده می‌شود و به‌صورت 
زیر تعریف می‌شود : 
رمع (ظ-ی -ظ .م۸ 
تفاضل متقارن دو مجموعه را با استفاده از نمودار ون به‌صورت زير می‌توان نمایش داد. 


1 


. ۸ 
همان‌طور که از روی نمودار ون مشاهده می‌شود 
(ظ ۸ -(ظ 5۵۸ .۸ 
تابراین دو مجبوعة ۱ .۸و2 ۸ نوا هه همین سهمجموعة 8 گرم 3 ۸ 
و ۱-۸ نیز محرا هستند. 
این فصل را با بات دو اتحاد از طریق جبر مجموعه‌هابه این می‌رسانيم 
منال ۱: می‌خواهيم ثابت کنیم 
0 5-۵۸ 68-0-۵۸ ۸ 
برای اثبات اين تساوی به کمک قوانین مجموعه‌ها که جبر مجموعه‌ها خوانده می‌شود از یک 
طرف تساوی شروع می‌کنیم و به طرف دیگر تساوی می‌رسیم (یا می‌توانیم دو طرف را ساده کنیم تا 
به‌یک نتیجه برسیم). اکنون سمت راست رابطهٌ بالا را درنظر می‌گیريم : 
طبق ت از قوانین متمم ( هه (ظ ه)عه6 ۵)-(ظ ه) 
قانون دمرگان ( هم (ظ ه)< 
پخش‌پذیری اشتراک نسبت به اجتماع 
0 (ظ ه| اه ر(ظ مه 
قوانین جابه‌جایی و شرکت‌پدیری 
[ن ظ) دا اظ سم ه]< 
طبق ج از قوانین متمم [(0 ظ) ه] (ظ . .)< 


صصص// 


طبق الف از قضیه ۵ ((0 ظ) ه] .< 


طبق الف از قضیه ۲ 0 8 ۸ - 
طبق ت از قوانین متمم 05-0 ۸ < 
منال ۲: می‌خواهيم ثابت کنیم 
۸( هم ۸ 
از طرف جپ تساوی شروع می کنیم 
(ظ هه (. همع همه ۸ 
(ق. ما ۸ 
. ۸ر< 
۸ < 


۳ گر ۸۳,۲۳ و [[۲,۵,۲, 8 مطلوب است‌8 8۰۸ هه 
۸-8 و 38-۸. 

آساگر ۲۳,۴۵۶,۷۸4 ۰ ,۸۵,۲۳ ۰ 8-۲۴۶۸ 
[۳,۴,۵,۶) 0 مطلوب است : 

الف) ۸۲ ب) (0 ۸) 

پ) 8-0 ت) (ظ ۸) 


۳/ 


۲ اگر ۵ ظ و [> ۲۳: 272-05« - رش ۵ و ۸۵ و ۵۲ و بش۸ را تعیین 
کنید جه رابطه‌ای بین ۸ و ۸ و ۸ و ۸۲ وجود دارد؟ 

اشتراک ۸ تا ۸ حیست! (7ع یقرب ) اجتماع ,۵ تا ۸۵۱ حیست؟ (27 :۵ب )۰ 
(توضیح : م۸ .۰ ۸۷ 2۸ هرز ) 


۴-اگر > 2 و (۲0-۷ و -) - بر مطلوب است ۸ و ۸۷ و ۸۳ سپس اجتماع 
10 
و اشتراک ,۸ و ۸۵ و ۸۲ را مشخص کنید. 


وا گر "1 ا, ین ۳ 1 و [۱۰-1,-]< ره ۰ ۸ و +۸ و ...و .بط را حساب 


سح 


۳ ۷۲۰ 
کنید. سپس ت۸۵ و ن۸ را مشخص کنید. 
۱ ۳ از 


۶-با ذکر مثال (8 26۸ را حساب کنید. آیا (063 +(۰)۵-(ظ ۵)۸؟ 


الف) رمع (ظ هم (ظ-۵۸)-ظ ۸ 
ب( 8-۸(۰) (9-ه) 
جً اگرن 4 ۸ و 0 آنگاه ) 6 3 ۸۵ 
۵( اگر ۵5 ۸ و ۸0 آنگایی ۲ ۸ 
ه اگر 8 8۸ ۸ آنگاه ۸-5 
۳ اگر 6 ۸ آنگاه "۸۵ 131 
۸- برای هر دو مجموعه ۸ و 3 ابت کنید : 

الف) ۸ ۳۰ <ظ .۸ 
ب( (ظ 5-۵ ۸ -ظ .۸ 
ج) اگر .8 ۸ آنگاه ظ 8-۸ .۸ 
د( 0 ۸ .5 8-۵۸ ۸ 
-٩‏ به‌وسیله نمودار ون نشان دهید که 

۸۵٩-2 - 8-۸ 

۰- به کمک جبر مجموعه‌ها ثابت کنید اگر ۸ و 13 دو مجموعه باشند آنگاه داریم : 
الف) 8-۰ (ظ-ه) 
ب( ۸ 8-۸-8 
ب‌( (ظ ۸-8-۸-۸ 
ت( 8 ۸( ۸۵ (ظ .۸) 


۱- در هریک از موارد زیر په‌جای ٩‏ یکی از محموعه‌های»(. 7 يا *] را حنان جایگزین 
کنید تا تساوی درستی حاصل شود. 


الف) ی ۳9 
ب( ۱۱2 >۱- (5ع ) 
پ) ۰121-۷7  <‏ ۵-9 > > ۲ ۳9 
ق ۳,۳ | ۴۱-9 >« >۱ ۳۹ 


۶-۳ حاصلضرب دکارتی دو مجموعه 

دیدید که با اجتماع وان شتراک ومتمم گیری و تفاضل مجموعه‌های مفروض: محموعه‌های جدیدی 
حاصل می‌شوند. حاصلضرب دکارتی دو مجموعه روش دیگری برای ساختن یک مجموعهٌ جدید از 
مجموعه‌های مفروض است. ولی این کار با استفاده از مفهوم زوج مرتب انجام می‌شود. همان طور 
که خوانده‌اید اگر دستگاه محورهای مختصات در صفحه را در نظر بگيريم هر نقطه از صفحه با یک 
زوج مرتب منحصر به فردی مأنند (۷,۷7) مشخص می‌شود که 
و ز اعداد حقیقی‌اند و «را مختص يا مولفهٌ اول و زرا مختص 
با مَلَفهٌ دوم می‌نامیم. معمولاً در صفحةٌ مختصات > را طول و 
را عرض نقطهٌ مفروض می‌گویند. به شکل روبرو که نمودار (۱ ,30۲ 
خط ۳+:-- 7 است؛توجه کنید. ملاحظه می‌کنید که نقاط 3 
۸ و ظ به ترتیب به مختصات (۷,۳) و (۲,۱) با این که متعلق به 
نمودار خط هستند ولی با هم متفاوتند بنابراین دو زوج (۷,) و 
(*,) در حالت کلی با هم برابر نیستند. 

پس دو زوح مرتب (۵,0) و (0,۵) زمانی مساویند که مولفه‌های اول آنها با هم و مولفه‌های 
دوم آنها نیز با هم مساوی باشند. (۵<ه) و (4 -9) 

مثال ۱:» و را طوری تعیین کنید که زوج‌های مرتب (۷,۶+) و (۵,5-) با هم مساوی 
باشند. 


۳ 


حل: طبق شرط تساوی دو زوح مرتب ۱ ۳۳ 


2-۳ ۷ بدست می‌آید. 

اکنون به مثال زیر توجه کنید. 

اگر شسخصی دو شلوار طوسی و آبی و سه پیراهن آبی. سفید و طوسی داشته باند به فش طریق 
ات رک ار دوکر اش را استاب کر : 

(طوسی. آبی) و (سفید. آبی)و(آبیآبی)و(طوسی.طوسی)و (سفید. طوسی)و(آبی؛ طوسی). ملا حظه 
می‌کنید برای هر انتخاب یک زوح مرتب تشکیل شده است. اگر [شلوار طوسی, شلوار آبی ) < ۳ 
و [پیراهن آبی؛ پیراهن سفید. پیراهن طوسی ) ٩‏ آنگاه مجموعهٌ همه زوج‌های مرّب تشکیل شده را 
به صورت ۳<5 نشان می‌دهیم یعنی 

[ (آبی. طوسی) . (سفید. طوسی) , (طوسی. طوسی) . (آبی» آبی) , (سفید. آیی) : (طوسی, آبی) ) < 5 < 0 


_ (2 


پس از تخل استگا 1-۲ و 


و نمودار درختی آن به‌صورت زیر است : 


(پیراهن, شلوار) پیراهن شلوار 

(طوسی,آبی) طوسی 

(سفید. آبی) سفید آبی 

(آیی آبی) آبی - ۲5 
(طوسی» طوسی) طوسی 

(سفید. طوسی) سفید طوسی 

( آبی. طوسی) آبی 


به‌عبارتی اگر « را رنگ شلوار و را رنگ پیراهن بنامیم 
۷۰ , 6۳ ۲ (6۷) < 5 <ظ 
اول زوج‌ها نمایند؛ ملوار و موَلّفه‌های دوم زوج‌ها تبانته براهن اسشت رتیت آن‌ها اهمت داز 


اگر ۸-3 باشد ۸<۸ را با ۸۵ نشان می‌دهیم و 135 یعنی "*ارا صفحه مختصات 


می‌نامیم. 
منال ۲: اگر(۲-راه,1-۱ع۸ و 31,۴۰ ۸8۰ را مشخص کنیدو تمودار 
مختصاتی ۸3 را رسم کنید. 


حل: حاصلضرب دکارتی ۸ در 13 به‌صورت زير است : 
و 6 زر و6 ویب( وع) و( و و(اوه) روا -) ب(۴ ب-) و( ,۱-)] < 13 >« خر 
[(,۲) ,۴ ,۲)ی(ا,۲-) 
برای رسم نمودار مختصاتی ۸13 کافی است هر عضو آن را به عنوان مختصات یک نقطه 
درنظر بگيريم و در صفحهٌ مختصات رسم کنیم. مانند شکل: 


مثال ۳: اگر ۳۲ >«>۱ | ۸-۱ و ۴۱ >*>۲ ات «] 3 نمودار ۸۱8 را در 
صفحه نمایش دهید. 


حل: ۲۷۲ و ۶۳ > | (,0) << ۸ 


۱- ۶ و /را طوری تعیین کنید که زوج‌های مرتب زیر با هم مساوی باشند. 

الف- (۳و) و (۳, 0۷-۱ + (۱-) 

ب- ‏ (۳,۷ و (۷۳,۶+ ) 

۲-اگر مجموعه ۸ دارای 7 عضو و مجموعه 13 دارای 1 عضو باشد. مجموعه 3 ۸۱ حند 
عضو دارد؟ تعداد زیرمحموعه‌های ۸۲ حند تاست؟ 

۳اگر [۲>1>۰- , ۲62 | ۲۲+۱] ۸ و ٩‏ > , 9-۸ 

الف - ۸۱3 را به صورت زوج‌های مرب بنویسید. 

ب - تعداد اعضای محموعه‌های (8<۸۵ظ) (۸<۳) و (۸۵<ظ) (۸<۳) را بنوسید. 

ج- ۸۳-1 جند زیرمجموعه دارد؟ 

۴-اگر ۸ و 13 دو مجموعه غیرتهی باشند درجه شرایطی ۸ <9 - ۸3 ؟ و در جه شرایطی 
(5<*۸) (۸<*۳) تهی است؟ 

۵-اگرشهر 3 بین دو شهر ۸ و باشد و برای رفتن از شهر ۸ به شهر 13 سه راه و برای رفتن 
از 3 به ) جهار راه موجود باشد به جند طریق یک مسافر می‌تواند از شهر ۸ به شهر ) برود؟ به جند 
طریق می‌تواند برگردد؟ آیا راه‌های رفت و برگشت یکی است؟ 

۶- در پرتاب دو سک ۲ ریالی و ۵ ریالی با هم. چند زوح مرتب از پشست و روی سکه‌ها حاصل 
می‌شود؟ 


الف ) او |۳۱ (ری 
ب)( << (زی6) 
ج (۱> + |« (ری6) 
۸- حاصلضرب دکارتی هر یک از مجموعه‌های زیر را در دستگاه مختصات رسم کنید. 
الف ) [۳,۲-]< ۸ . [۲,۰-) < ۳ 
ب)( ( ۲,۰) ۸ (۲-ر .-) 13 
ج‌( [۲,۲-] ۸ ۰ [۲:]- 18 


ربب 


-٩‏ روابط زیر را ثابت کنید. 
الف ) 1-۰ یا بجر لح 9 ۳ کر 
بِ( 2 ۸ 6۵ << )<۸ و .۶ل) 


۷-۲ رابطه 

یکی از مهمترین مفاهیم در نظربه مجموعه‌ها. مفهوم رابطه است که نه تنها در تمام 
ریاضیات بلکه در خارج از ریاضیات نیز کاربرد دارد. اراد کر مت و «کوحکتر 
است از», «عاد می کند», «برابر است با» در اعداد و «زیرمحموعه‌ای است از». «متعلق است به», 
درمحموعه‌ها و «2 برادر ۷ است» » «۶ فرزند ۷ است» در محموعه انسان‌ها. هر یک مثالی از رابطه 
است آنجه در تمام اين مثال‌ها مشترک است این است که هم عبارات به دو شی اشاره می‌کنند یعنی 
یک زوج مانند (1,*) و اين‌که در هر حالت شی اول با شیّ دوم در رابطه هست يا نیست. مثلا 
< 1 که و 7 اعداد حقیقی باشند» يا درست است يا نادرست (۳<۲ درست است ولی ۳ <۲ 
نادرست). 

بنایراین ۷ < > کاملا با < ۷ متفاوت است یعنی  )۷,(‏ (7,<) (مفهوم زوج مر نمی ین 
هر رابطه را می‌توان مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب در نظر گرفت. از طرفی هرکلام از روابط در 
محموعه مشخصی تعریف شده‌اند مانند محموعه اعداد. محموعه انسان‌ها و ... حتما دقت کرده‌اید که 
تقا خا نک کاازهتبا دز مضرعهاغداد انخ: 

پس می‌توان رابطه «« نزو کر است ۶ 1 در اعداد حقیقی را مجموعه‌ای از زوج‌های مرب 
به‌صورت ۷۲ < 6 (/۷,)) در نظر گرفت. 

مثال۱: فرض کنیم مجموعه عام مجموعه انسان‌ها و گزاره‌نمای (/06,۷ به معنی 7۸ پدر 1 
است» باشند بنابراین رابطةٌ پدری در محموعه انسان‌ها حنین است : 

[« پدر ۷ است | (5,۷)]< رابطة پدری 

یا [(ایم | (ری)] < رابطةٌ پدری 

بنابراین فرط این که حسن پدر تقی باشد آن است که زوج مرتب (تقی . حسن) متعلق به 
مجموعهٌ رابطة پدری باشد. 

پس می‌توان رابطه را به کمک مجموعه‌ای از زوج‌های مرتّب تعریف کرد. یک راه ساختن 
زوح‌های مرتب به کمک ضرب دکارتی مجموعه‌هاست. 


.-.__ ظظ( 


جملهٌ «از ۸ در 3» یعنی اولین موْلفه‌های زوج‌های مرتب. عضوهای ۸ و دومین مولفه‌های 
زوح‌های مرتب عضوهای 3 می‌باشند. 

اگر ۰۸-5 گوییم 8 رابطه‌ای روی ۸ است. 

اگر 2۸ و 13 0 گوییم ه با ط توسط 3 در رابطه هستند هرگاه 15 > (0 ,۵) . متداولتر است 
که نماد 218 را به معنی *1> (2,0) به کار ببریم. در صورتی که 15 ,(۵,0) می‌نویسیم 4100 

مثال ۳: فرض کنیم. 7 مجموعه عام باد یکی از مهمترین رابطه‌های ریاضی رابطهٌ عادکردن 
در 7 است که با علامت «» نمایش داده می‌شود اگر بنویسیم : 0( یعنی عدد صحیحی مانند » هست 
که 9:96 

مثلاً ۰-۳ ۰۲۶ ۶-(۳ که ۳(۶- معادل ۳۶- یا معادل > (۳,۶-) است پس 2 
معادل 2180 است که به صورت 0( / 20 یا | 7,0 ,2 |(به)] - 1 نشان می‌دهیم. 

مثال ۳: فرض کنیم (۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷] < ۸ رابطةٌ «<» را روی ۸ درنظر می‌گیریم یعنی 
> (2,0) معادل است با 0 < 2 برای نمایش این رابطه ابتدا حاصلضرب دکارتی ۸۲۸ را به‌دست 
می‌آوریم. و روی مختصات دکارتی مشخص می‌کنیم. 

۸۵ < ۸  )0,۱(,):۲(۰۰۰,):۷(,)۲:۱(, ۰۰۰, )۲۰۷(,...,/۷,۷(( 


که ول ویر ور ماد )مسا اب( ۲ ۳1 


صمناعآم1 -۱ 


<< 


مثال ۴: فرض کنیم رابطةٌ تساوی روی ا به صورت زیر تعریف شىده باشد. 
[«<۱ | (ربم) 2 
نمودار مختصاتی این رابطه خط راست < ۷ است که نیمساز ربع اول و سوم دستگاه 
مختصات است. 


تذکر: اگر ۸-۲ رابطهٌ تساوی فقط نقاطی از خط 2 7 می‌باشند که مژلفه‌های صحیح 
مثبت داشته باشند مانند شکل. 


مثال ۵: در صفحه /(0: رابطه 18 را جنین تعریف می‌کنیم که با لز در رابطه است اگر (لاب) 
نقطه‌ای در داخل يا روی دايرة واحد باشد یعنی ۱> ۷۲+ ۳ به عبارتی 


۱> 17۲+ "ع ۹۵2 
بنابراین نمودار این رابطه قرصی به‌شکل زیر است. 


با توجه به مثال‌هاء تاکنون متوجه شده‌اید که کلیهٌ معادلات و نامعادلات (نامساوی‌ها) دو متغیره‌ای 
که قبلاً خوانده‌اید می‌توانند به عنوان رابطه در نظر گرفته شوند. 
منال ۶ نمودار رابطة [ 2۱ ۷۲+ ۲ 8-0۲۱ یک دایره به شعاع ۲ اشتت: که 


مرکز آن (,)0 می‌باشد. 


منال۷: نمودار رابطه 2 ۷ 0,۱ < 1 نقاط مرز و داخل سهمی ۳ < 7« 
می‌باشد. مانند شکل 


منال ۸: نموداررابطه«>» دراعدادحقیقی یعنی رابطه > 0,۱ 3 سطح 
یک نیم صفحه است. (ناحیه سایه‌دار در شکل زیر) 


اه یرل در ۴ یرهاظ فرش شده ات 
الف - تحقیق کنید کدام یک از موارد زیر درست است؟ 
۲ . لل۶. .۰ یک ۰ مک .۰ ۴1 

بارعا اعصان اوه کی ار رتاش کید 

۲ چند رابطه در مجموعه ۸ از تمرین ۱ می‌توان نوشت؟ 

تا کته انطه انفه 

۴ در محموعه ,٩(‏ ...,1۰,۱,۲< ۸ رابطة ۸۵,۲ لاب (10,۱ 2 1 تعریف شده است 
۶ را به صورت مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب بنویسید, دامنه و برد 1 را تعیین کنید. 

۵- اعضای رابطة ۴ < "+ #۳ |(ری6] 8 را در 7 به صورت مجموعه‌ای از زوج‌های 
مرتب مشخص کنید و نمودار آن را رسم کنید. 

۶اگر ( ۴, ۳, ۲, ۸۱ نمودار رابطه‌های زیر را رسم کنید . 


الف) 2+۴ ۵۳9/7 6۸ 2,0 
ب‌( ۶ (۱-+2)0 20۸ 
ج‌( ۰ ۵ + >۱۰- / 2120 
0۳ ۴ > 7۲+ از /۹9۵2 


۱۱۱۱۱۱۱۱۱۱ 


۷-رابطة از ۲ در فاصله بسته [۰,۱] به صورت 


سپ < ۷ 2۷ تعریف شده است 
نمودار رابطة ؟ را رسم کنید. 
نها رو مره اه شک از مارا دصیرض 
زوح‌های مرتب نشان دهید انیا نمودار رابطه‌ها را رسم کنید. 
> ریب  ..‏ #9 |(ریم6!< 3 
اج |(زی))ع با . ۰2۳ |(ایع6)< ب 
[+* فرد است |(0,۷) ع. , > |(وی)- مت 
-٩‏ رابطه‌های زیر روی مجموعه *ا تعریف شده‌اند نمودار آن‌ها را رسم کنید. 
۴۱ > ۲+ | (۷ ,)/ < ,1 


[< ۷ > ه جز (دب)) - 


۱ 
۱ 


۳۱-۲ | (ابد) 


5 
۳ 


), 2 ۳ 5۹ 


۸-۲-افراز یک مجموعه 
مجموعهٌ اعداد صحیح 7 را به صورت (...,۱,,۱,۲,۳-,۲-,۳-,...) < 7 در نظر می‌گيريم. 
این مجموعه را می‌توان به دو زیرمجموعه اعداد فرد و اعداد زوج تفسیم کرد. مسلما .عو 7 70 
زیرا هیج عددی نمی‌تواند هم زوج و هم فرد باشد و7 -ی2 20 .این تقسیم را افراز 2 به دو 
مجموعهي 7 و7 می‌نامیم همجنین هرمجموعهٌ ۸ با متمم خود یعنی ۸۳ یک افراز برای مجموعه 
عام [) می‌باشند زیرا : 
تاه هو .۵ ۵ 


می‌توان این ایده را تعمیم داد. در شکل زير مجموعه ۸ به جهار مجموعهٌ ۸۵۰ و ۸۷ و۸ و 


نا قراز یله اش »۹ 


2۷ 


مثال: اگر ۲۲,۳ ۸ آنگاه ۸ دارای ۵ افراز به صورت زير است : 


٩ :۲( :۳( (۱) 

0 ,)۲,۲( (۲) 

۲ ,:۳( (۳) 

)۳( ::۲( 39 

۵( ۸.۲۰۲ 
-٩-۲‏ رابطه هم ارزی 


مثال: فرض کنیم که مجموع؛ ۸ به قطعات مجزای از یکدیگر مانند شکل, افراز شده باشد 
می‌توانیم رابطةٌ «-» را جنین تعریف کنیم. 
و ۷ هر دو در یک قطعه هستند ۷/۰ 


۳ 


برای داشتن شهودی بهتر فرض کنید ۸ نقشةً یک کشور باشد و زیرمجموعه‌های ,۸۵ و ۸۵۷و 
۸۷ و ۸۲ و ۸ استان‌های اين کشور باشند رابطه‌ای که بین هر دو شهروند این کشور برقرار است 
ره ه استان دق اس نی 
و در یک استان هستند ۷7/۰« 
بنابراین اگر ‏ متعلق به استان ,۸۵ است و ۷ متعلق به استان ۰۸۷ و / رابطه‌ای باهم ندارند. 


این رابطه دارای این خواص است که اگر * و 7 و 2 افرادی از اين کشور باشند : 

۱ با خودش هم‌استان است. 

۲ اگر ۶ با بز هم‌استان باشد بر نیز با « هم‌استان است. 

۲-اگر با لاو 7 پا 2 هم‌استان باشند, » نیز با 2 هم‌استان است. 

برعکس می‌توانیم ناحیه‌ها را با رابطهٌ «-» بازسازی کنیم. ناحیه‌ای که » متعلق به آن است 
(استانی که در آن زندگی می‌کند) با ,0 نمایش مي‌دهيم. که عبارت است از : 

۲. ۷6۸ ۰-[ 

یعنی استانی که > متعلق به آن است مجموعه تمام شهروندان کشور ۸ است که با « در یک استان 
ولد کی کته رهش فجموتهاه ۴ یکی از استان‌های کشور است يا یکی از ناحیه‌های مورد نظر 
است. بنابراین اگر بش 2 باشد آنگاه ,۸ رظ۴ و اگر م۸ > آنگاه م۸ - ,3 پس دقیقاً رابطه 
هم‌استانی بودن, کشور را به استان‌ها تقسیم می‌کند. به طور کی می‌توان گفت : رابطه‌ای که دارای 
قواض (۱)و())و(۳) نام یک زانط ط ارژی است: 


تعریف: رابطه‌ای جون «-» روی مجموعهٌ ۸ یک رابطةً همارزی است اگر به ازای هر 

«و لاو 2 از ۸ سه خاصیت زیر برقرار باشد : 

الف - ۲ یعنی هر عضو با خودش رابطه داشته باشد. (ازتابی یا انعکاسی) 

ب - اگر 7 آنگاه ۶« ۷ (قارنی) 

مر را ۱ (تعدی با تراگذری) 

مثال : رابطهٌ توازی خطوط در صفحه و رابطةٌ همنهشتی دو مثلث رابطه‌های هم‌ارزی روی 
با ۷) یک رابطه‌ای هم‌ارزی است و برعکس. بنابراین 


هر رابطةً هم ارزی روی یک مجموعه آن مجموعه را به زیرمجموعه‌های مجزا که هر 
یک از آنها دسته یا لاس هم‌ارزی نامیده می‌شود تقسیم می‌کند. 


دسته هم‌ارزی ۵ را با علامت [4] نشان می‌دهيم. ۵ را نماینده دسته می‌گوييم و به صورت 


لفق | *<1-[۵] تعریف می‌کنیم. 


۳ 


مثال: سطح مربع واحد [۱,-]«[۰,۱] - را در نظر بگیرید هر دو نقطه از اين مربع را با رابطة 
این که مژلْفه‌های اول آن‌ها با هم برابرند تعریف می‌کنیم یعنی : 
8 /(۷(۳)2,0:«) 
این رابطه یک رابطهٌ هم‌ارزی روی (1 است. و مجموعه 1 (صفحه ) را به دسته‌های 
هم‌ارزی افراز می‌کند. دسته‌های همارزی خطوط عمود بر محور ها می‌باشند زیرا مثلاً دستة (,2) 
او است: ۱3 
((«م(ی6 | (,)1-[(۰)] 
2۰ | (زی)< 


که نمودار آن خط 2-۰ است . 


۱- رابطهٌ 1 در 7 به‌صورت 


۳-۲۷ / 3[ 
تفریفت شده است, اولا ثایث کنید 16 یک رابظة هم‌ارزی اسهه تانیا رابطه 1 معموعة را به جنر 
کلاس هم‌ارزی افراز می‌کند ؛ این کلاس‌های هم‌ارزی را مشخص کنید. 
۲- ثابت کنید رابطهٌ تشابه دو مثلث. یک رابطه هم‌ارزی است. 
۳- از رابطه‌های زیر که روی "18 تعریف شده‌اند کدام‌یک هم‌ارزی است؟ 
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فصل ۳ 


احتمال و بدیده های تصادفی 


معروف فرانسوی- مشهور به نیوتن فرانسه- گفت : «علم احتمالات که برای بررسی بازی‌های شانس 
مطرح شده, بایستی به مهمترین هدف دانش بشری تبدیل گردد.... در بخش اعظم زندگی» مهمترین 
سوالاتی که مطرح می‌شوند در وأقع فقط مسائل احتمالات هستند». [راس" ۷.۱۹۷۶۰ ] هر جند 
بیان فوق ممکن است اغراقآمیز به نظر برسد. ولی خود حقیقتی است زیرا همان‌طور که ریاضیدان 
برجستة قرن بیستم مارک کتز" می‌گوید :«نظرية احتمالات سنگ بنای تمام علوم شمرده 
مختلف همیشه امکان‌پذیر نیست در نتیجه برای انسان متفکر و جستجوگر اين عصر احتمال درستی 
یک مطلب بیش از درستی خود مطلب اهمیت می‌یابد. تاریخجه علم احتمالات به قرن شانزدهم 
میلادی باز می‌گردد» یعنی زمانی که ریاضیدان و پزشک ایتالیایی کاردانو " (۱۵۰۱-۱۵۷۶) به 
بررسی معارف ریاضی زمان خود که شامل تحلیل سازمان يافته مسئلة بازی‌های مبتنی بر شانس بود 
پرداخت. درسال ۰۱۶۵۴ پاسکال ریاضیدان معروف فرانسوی به مسئله ثنانس و بازی‌ها علاقمند شد 
و شجه نطا لمات خوند را با وبایدان مفهور دک فرتا ۱۴۶۵ ۱۱۶۰۱ جوز مان کاقسخ: ,دشر 
نتیجه مطالعة احتمالات ریاضی با بررسی مسائل مربوط به بازی‌های شانسی متولد شد. علیرغم این 
تولد مبتنی بر تفنن» اکنون پس از گذشت جند سده احتمالات به یک رشته کاملا ضروری و مورد نیاز 
تبدیل شده است. نظريهٌ احتمالات به علم عدم قطعیت نیز مشهور است. منظور ازعدم قطعیت این 
است که در حیطهٌ احتمالات از قوانین پیش‌بینی کننده که به طور قطع وقوع پدیده‌هایی را در کنترل 
داشته باشد سخن نمی گوییم . به عنوان مثال در پرتاب سکه نمی‌توانیم به طور قطع بگوییم رو یا پشت 
سکه نمایان خواهد شد با این حال اگر این پرتاب را بارها تکرار کنیم. نسبت دفعات مشاهده پشت و يا 
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روا سیگل یه کل اما زفایشی هداز مق ریا تال میتی انس پرداختن به این نسبت‌ها در 


ما مت بدیده‌های تصادفی 

نیوتن با مشاهده افتادن سیب از درخت متوجه قانون جاذیه شد. زیرا تکرار این پدیده و 
قطعی بودن نتیجه» این باور را در او تقویت کرد گستها باید جاذبه‌ای وجود داشته باسد تا بتوان 
افتادن سیب را به طور قطع توجیه کرد. همجنین اگر سنگریزه‌ای را از یک بلندی رها کنیم بالاخره 
پس از مدتی به زمین اصابت خواهد کرد. مثال‌هایی از قبیل مشاهده افتادن سیب از درخت و با 
آزمایش رها کردن سنگریزه نمونه‌هایی از پدیده‌های قطعی هستند. 


پدیده‌های دیگری نیز وجود دارند که مشاهد؛ تکراری آن‌ها تحت شرایط مشخص همیشه 
به نتیجهٌ یکسانی ختم نمی‌شود. یک مثال آشنا در اين مورد پرتاب سکه است. اگر یک سک را ۱۰۶ 
باز برتاب کنیم افتادن‌سکه به ربا به پشت اوقیل قانل پتقن‌یتی تینیت «نمتی نايم بکوی بل 
در پنجاهمین بار سکه به رو می‌افتد يا به پشت. این نوع پدیده‌ها که آن‌ها را تصادفی می‌نامیم در اين 
فصل مورد مطالعه قرار می‌گیرند. 

طیف وسیعی از پدیده‌هایی که در جهان اطراف ما وجود دارند دارای ماهیّت تصادفی هستند. 


شما نیز در محیط آموزشی خود ناظر پدیده‌های بیشماری با ماهیت تصادفی هستید. به عنوان مثال 
اتومبیل‌هایی که در ساعت‌های مشخصی از مقابل مدرسه شما می‌گذرند. میانگین طول عمر دانش‌آموزان 
هر کلاس, کشیدن قرعه از بین کارت‌هایی که نام دانش‌آموزان کلاس بر آن‌ها نوشته شده است» تعبین 
موقعیّت مکانی یک دانش‌اموز خاص در زمین فوتبال. تعداد افراد حپ دست در هر کلاس, تعداد 
دانش‌آموزانی که در هر زنگ تفریح زمین می‌خورند. تعداد نمرات ۲۰ در درس فیزیک در هر سال و 
میانگین قد دانشآموزان هر کلاس نمونه‌هایی از پدیده‌های تصادفی هستند. 

ملاحظ می‌کنید که وقوح بعضی از پدیدههامانن تعداد اتومبیل‌هایی که در ساعت مشخْصی 

اس در نشستن یک سکه طرفی که عدد پوشته شده است را بشت و طرف دیگر را رو تامیده و آن‌ها را به ترتیب با هب 


و «ر» نشان می‌دهیم. 


[0 


از مقابل مدرسه می گذرند رً از طریق مشاهده و وقوع بعضی دیگر مانند پرتاب سکه و یا کشیدن 
قرعه نام داش افق زان را از طریق آزمایش نظاره می کنیم . 


بر بهتر اقا شدن با پدیده‌های تصادفی, به مثال زیر 
توجه کنید. 


مثال ۱: بر روی صفحه‌ای تعدادی دایره متحدالمرکز مطابق 
شکل روبرو رسم می‌کنيم : 


سطح دایره‌های متحدالمرکز درون صفحه مد کور را به‌عنوان 
هدف‌های تیراندازی مورد استفاده قرار می‌دهیم به‌طوری که هر قدر 
تیر به دایرهٌ کوچکتر نزدیکتر بائد. امتیاز بیشتری نصیب تیرانداز 
می‌شود. همچنین سطح بزرگترین دایره را صفحة هدف می‌نامیم. در چنین شرایطی, اگر فرض کنیم 
تیری که به سمت هدف پرتاب شده است حتما به صفحه هدف برخورد خواهد کرد با این حال قبل از 


اصابت تیر به هدف, تشخیص این که تیر به کدام دایره برخورد خواهد کرد ممکن نیست. 


اند تتوته از بزیده‌های قطعی کهدر درس‌های فیزیکه و شیمیبا آن‌ها افتتا شدایدرا 


۲- جند نمونه از پدیده‌های تصادفی محیط اطرافتان را بازگو کنید. 


۳ ۲ فضاهای نمونه‌ای 
در بررسی شانس وقوع آزمایش‌های تصادفی. همانند بسیاری دیگر از مفاهیم ریاضی ناگزیر از 
مدلسازی هستیم. انجام این کار در قالب سه مرحلةٌ زیر صورت می‌گیرد : 


ی 


۱- تعیین فضای نمونه‌ای مناسب ؛ 

۲- مشخص کردن پیشامد مورد بررسی ؛ 

۲- اندازه‌گیری شانس وقوع پیشامد در فضای نمونه‌ای مرپو طه(احتمال). 

حنانکه مشاهده می‌شود نخستین مرحله تعیین فضای نمونه‌ای مناسپ است. (مرحله دوم و 
مرحلٌ سوم در فصل آینده مورد بحت قرار خواهند گرفت.) بدین منظور نخست به تعریف مفهوم 
فضای نمونه‌ای در ازمایش‌های تصادفی می‌پردازيم . 

متال ۶۲ یک سکهبة هرا پزتاب فی‌شود: این سکه‌در فرود آمدن‌یر روی ژمین یا وو ظر6می ید 
و یا پشت «پ». بنابراین مجموعه تمام نتایج (برآمدهای) ممکن آزمایش پرتاب سکه, مجموعة 

ال یی تابن رنه م‌شود: هه از شستن این تاش یکی اراعتاد ۶۱ ۶ باس 
خواهد آمد. بنابراین. تمام برآمدهای ممکن این آزمایش یعنی فضای نمونه‌ای این مثال را می‌توان 
به‌صورت مجموعه ۶ عضوی 

1 


نشان داد 


درمثال‌های فوق فضاهای نمونه‌ای به‌ترتیباپ , ر 2 ,5 و (1۱,۲,۳,۴,۵,۶-< ,5 هستند 
که مجموعه‌هایی متناهی‌اند. به جنین فضاهایی, فضای نمونه‌ای گسسته" گفته می‌شود. حال به مثال‌های 
زير توجه کنیل ی بت ابا فرقی بین فضاهای نمونه‌ای مثال‌های فوق با این مثال‌ها وجود دارد؟ درباره 
آن‌قا فک کنیه: 

مثال ۴: می‌خواهیم طول عمر یک ترانزیستور را برحسب ساعت اندازه‌گیری کنیم. با توجه 
به این که طول عمر ترانزیستور می‌تواند هر عدد حقیقی مثبت و درصورت خراب بودن صفر باشد لذا 
برآمدهای ممکن اعداد حقیقی مثبت یا صفر خواهد بود. پس این فضا را می‌توان به‌صورت 

۱ تانن»:فکفیعن استت. که ووخ‌وجره آن به ترثیب اعداد. ۱ ۲ ۶ تفه فیده است؛ 

۲ فضاهای گسسته به مجموعه‌های متناهی یا نامتناهی شمارش‌پذیر (00000180016) گفته می‌شود. با این حال در این 
کتاب فضای نمونه‌ای گسسته فقط به فضای نمونه‌ای متناهی اطلاق می‌شود. 


_(_ ۰0۰ 
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اور انشا فده طلغ ز تور ات ترشسته: 

جنان که مشاهده می‌شود. فضای نمونه‌ای مربوط به این مسئله برخلاف مثال‌های قبلی نامتناهی 
است زیرا تمام اعداد حقیقی مثبت را شامل می‌شود. 

مثال ۵: تیراندازی به هدف را درنظر بگیرید. محل برخورد تیر به دایر‌های متحدالمرکز یعنی 
هدف ممکن است نقطه‌ای ازمیان تمام نقاط واقع بر سطح دایره‌ها باشد. درنتیجه فضای نمونه‌ای این 
آزمایش تصادفی همان صفحهٌ هدف یعنی سطح بزرگترین دایره است که می‌توان آن‌را به‌صورت 
صفحه‌ای دایره‌ای شکل به مرکز مبدً مختصات و شعاع بزرگترین دایره واقع بر صفحهٌ هدف تصور 
کرد 

با توجه به معادلةٌ دایره. فضای نمونه‌ای را می‌توان به صورت زیر نوشت : 

٩-0۲۱ + > | 

که در آن « و ( مختصات نقاط واقع بر صفحه و ۶ شعاع دايرة مذکور می‌باشند (شکل زیر). 

فضاهای نمونه‌ای مثال‌های ۴ و ۵ از ویژگی 
خاصی برخوردارند. فضای نمونه‌ای مثال ۴ یعنی 
[.>۰ : 8-1 بازه‌ای از اعداد حقیقی 
و فضای نمونه‌ای منئال ۵ یبعنی 
> + 8 رریم) <5 یک تبکل ۴ 
هندسی - قسمت هاشور خورده - می‌باشد. این 


نوع فضاهای نمونه‌ای را پیوسته می‌نامیم. 


/ 


فضاهای نمونه‌ای اندازه‌گیری‌های فیزیکی از قبیل دماء شتاب و فشار از نوع فضاهای نمونه‌ای 


هه" ۲:7 


- یک سکه را دوبار به هوا می‌اندازيم. فضای نمونه این آزمایش جیست؟ 


۲- یک تاس و یک سکه را با هم به هوا می‌اندازيم, فضای نمونه‌ای این ازمایش را بنویسید. 


۲-۲ بیشامدهای تصادفی 

در زین تاسن: فضای توه‌ای تجموعه ۳۵,۶۱ ,51۱۱۱۲۳ است اگر نعتو ان عتال دز 
این آزمایش, رو شدن یک عدد فرد مورد نظر باشد. مجموعهٌ [۷,۳,۵] < ۸ که تمام نتیجه‌های 
مطلوب در این آزمایش را نشان می‌دهد. یک پیشامد تصادفی فضای نمونه‌ای مورد بحث نامیده 
می‌شود. در حقیقت, هر زیرمجموعه دیگری از فضای نمونه‌ای 5 نیز دارای همین خاصیت می‌باشد. 
یعنی» هر زیرمجموعه از فضای نمونه‌ای گسسته یک پیشامد تصادفی است. . در این کتاب هر زیرمجموعه 
فضای نمونه‌ای را یک پیشامد درنظر می‌گیریم. پیشامد ۸ زمانی رخ می‌دهد که برآمد آزمایش عضوی 


او ان ایند 


مثال ۶: در فضای نمونه‌ای ربختن تاس, پیشامد ۸ را روشدن عددی می‌گیریم که بر ۲ 
بخش‌پذیر باشد. پس 21۳,۶۱ ۸۸ . 

مثال ۷: یک تاس قرمز و یک تاس سبز را هم ریز ولا فضای تموتهاي این آزمایشن 
را پیدا کنید. انیا اگر پیشامد 13 ظاهر شدن دو عدد با مجموع ۷ بر روی تاس‌ها باشد. اين پیشامد را 
توصیف نمأیید. 

حل: فضای نمونه‌ای این آزمایش حاصلضرب دکارتی 5 (فضای نمونه‌ای ریختن یک تاس) 
در خودش است, یعنی : 

ی ری 39 و 


جواب قسمت دوم مسأله عضوی از زیرمجموعه زیر از فضای نمونه‌ای,5 است : 
[(۶,۱) و (۵,۲) و (۴,۳) و (۳,۴) و (۲,۵) و (10,۶ -ظ 


۱- با وجود اين. حالت‌های پیجیده‌ای در فضاهای نمونه‌ای پیوسته وجود دارند که پیشامد محسوب نمی‌شوند. 


 _.-.(‏ ظظظ 


تاس سبز 


تاس قرمز 


مثال ۸: یک سکه دو بار به هوا پرتاب می‌شود. فضای نمونه‌ای مربوط به این دو پرتاب را 

توصیف کرده و پیشامد تصادفی ظاهر شدن رو (ر) در هر دو پرتاب یا پشت (پ) در هر دو پرتاب را 
حل: فضای نمونه‌ای پرتاب یک سکه (ب بر) < ٩‏ می‌باشد. پس فضای نمونه‌ای دو بار 
ی 


(ر و پ) او و وا ر 


(پ و ب) (پ و ر) پِ 
بنابراین فضای نمونه‌ای عبارت است از : 
[ (پ.پ) و (ر.پ) , (پ.ر) , (ردر) 21 ٩-55‏ 
در این آزمایش» پیشامد تصادفی ۸ یعنی ظاهر شدن (ر) در هر دو بار و يا (پ) در هر دو بار, 
چنین نمایش داده می‌شود : 
[ (پ.پ) , (ردر) ۸1 


۱۳3۳ 


مثال :٩‏ یک سکه سه بار برتاب می‌شود. فضای نمونه‌ای اين آزمایش تصادفی را مشخص 
کرده و پیشامد ۸ که در آن هر سه بار پشت بیاید و پیشامد 3 که در آن فقط یک بار پشت بياید را معیّن 
کنید . 
حل: در اين آزمایش, عضوهای فضای نمونه‌ای به صورت زیر مشخص می‌شوند : 
برآمدهای ممکن بار سوم بار دوم بار اول 
(رو رور) ۳ 
(پ, ره ر) ی > ر 
۱ : 


(روپ‌ور) 


(پ ,پ‌رر) پِ # 
(روروپ) 9 ر ف 

(پ ,روپ) پِ # پِ 9 

(روپ«پ) ر 

(ب,ب,ب) پِ ۰ 


پس فضای نمونه‌ای این ازمایش تصادفی به قرار زیر است : 


‌ و (ب,پ,ر) 9 (رءپ,ر) 9 (پ,ر,ر) 9 (رءرءر) ‌ 
1 
1 (پ,پ,پ) 9 (ررپ,ب) 1 (پ,ررپ) 9 (ر,ر,پ) 1 


در این فضای نمونه‌ای. پیشامدهای ۸ و ظ عبارتند از : 
‌ (ررررپ) , (رءپ,ر) , (پبررر) عظ 3 (پ.پ,پ) ۸-1 

بایستی توجه شود سه مرحله‌ای که برای مدلسازی آزمایش‌های تصادفی شرح داده شد. کلیت 
ندارد ؛ یعنی لازم نیست که همیشه اول فضای نمونه‌ای مناسب را پیدا کرد و بعد به مشخص کردن 
پیشامد مورد بررسی پرداخت ؛ زیرا اولا فظنای‌ ینایک ناش تسدکی یگان تست وسگ, 
بهقذلی دار کهبا از آن پدیده می‌سازیم: قاتباً خیلی وقت‌ها به دلیل این که به دثبال جواب دادن به 
سوّال مشخصی هستیم و عموما این سوّالات را با تشکیل پیشامد مطلوب پاسخ می‌گویيم. لذا ممکن 
اس لباق قفا رای ما سا از متاین ادن تسناد ارتایس اوق سا را 


می‌توان به وروت فیگر ی مد سار گراد: 


[0 


مثال ۱۰: اگر در مثال ٩‏ تعداد «رو» آمدن‌ها موردنظر باشد می‌توان فضای نمونه‌ای را 
٩ < )۰,۱,۲,۳(‏ درنظر گرفت که ۰ نمایش دهنده برآمدی است که در آن هیچ «رو» نیامده باسد و 
به همین ترتیب ۲ نمایش دهنده برامدی است که در آن ۲ رو امده است و غیره. 
به این ترتیب پیشامد ۸ منال ٩‏ مجموعه تک‌عضوی (") و پیشامد 3 در متال ٩‏ مجموعه 
تک‌عضو ع (1۱۱ است: 
حال به جند مثال از پیشامدهای تصادفی پیوسته توجه می‌کنیم. 
مثال ۱۱: فضای نمونه‌ای مربوط به طول عمر یک لامپ روشنایی را بیان کرده و پیشامد ۸ 
برای از کار افتادن لامب قبل از ۶۰ ساعت:را مشخص کنید. 
حل: اگر! طول عمر مفید لامپ بر حسب ساعت باشد. فضای نمونه‌ای را می‌توان به‌صورت 
[۰<) 9210 نوشت.۰>۱>۶۰۱ ۸<16 پیشامدی است که سوختن لامپ قبل از ساعت 
شصتم استفاده را نشان می‌دهد. 
منال ۱۲: در مثال تیراندازی به هدف دایره‌ای شکل, شعاع بزرگترین دایرة هدف را ۴ و شعاع 
سایر دایرهها را به ترتیب ۰۳ ۲ و ۱ سانتیمتر می‌گيریم. 
۸ 3و را به ترتیب پیشامدهایی درنظر می‌گیریم که عبارت باشند از اصابت تیر به دایره‌های 
دارای شعاع ۱ ۲ و ۲ سانتیمتر. فضای نمونه‌ای ۰۸ ظ و ) را مشخص کنید. 
حل: 
[۱۶> + (زی) ۱ < 5 
(۱> + (1:۷) 


ان 
۴۱ > او + و (رب) 9 
۰ 


0 + >٩( 
مثال ۱۳: فرض کنیم دو عدد حقیقی بین ۰ و ۱ به تصادف انتخاب شوند در این صورت‎ 
: فضای نمونه‌ای چنین خواهد بود‎ 
81), بر اک گنه‎ 
درواقع مشخص کننده مربعی به ضلع یک است. اگر پیشامد موردنظر انتخاب دو عدد‎ 5 
: حقیقی با مجموع کوجکتر از ۱/۵ و بزرگتر از ۰/۵ باشد. می‌توان آن را به‌صورت زير بیان کرد‎ 


۷۱ > ۱ >۰ , >روبیی د (۱6,۱۷ ۸۵ 


کات 


مثال ۱۳: سکه‌ای به شعاع ۱۰ را بر روی یک صفحه مربعی به طول ضلع ۲۵ پرتاب می‌کنیم. 
فرض می‌کنیم که مرکز سکه پس از فرود آمدن حتمً داخل مرج یا روی محیط مریع قرار گیرد. فرض 
می‌کنيم که اگر براثر پرتاب» سطح سکه کاملاً در داخل مریع واقع شود ؛ برنده و اگر با محیط مربع 
تماس داشته باشد, یا در خارج مربع بیفتد, بازنده محسوب شویم. در جنین شرایطی مطلوب است 
تعیین فضای نمونه‌ای مناسب و پیشامد مطلوب یعنی برنده شدن. 

حل: طبق فرض سک ۵ در شکل زير برنده و سکه‌های 0 و » بازنده خواهند بود. 


کلید حل این مسأله آن است که فرودآمدن سکه را جگونه مدلسازی کنیم. سکه دایره‌ای است 
به شعاع ۱۰ و مرکز متفیر. (بستگی به این دارد که کجا فرود آید.) بنابراین, چون شعاع سکه ثابت 
است ی توان مکان سکه‌را تشها با مر کر آن مشخ نمود.. مخموغه بر مدهای سکن مجبرغه همه آن 
نقاطی است که مرکز سکه در آن فرود می‌آید. طبق فرض حتماً سکه در داخل مربع یا روی مرز آن فرود 
می‌آید. بنابراین فضای نمونه‌ای ما داخل و مرز مربعی به طول ۲۵ است. 

اگر مرکز سکه به فاصلة پیشتر از ۱۰ از اضلاع مربع قرار گیرد. سکه کاملاً در داخل مربع 
واقع خواهد شد. و در صورتی که فاصلهٌ مرکز سکه از اضلاع مربع کمتر یا مساوی ۱۰ باشد, سکه 


۸۳۰ 


بر محیط مربع مماس است و يا اضلاع مربع را قطع می‌کند. یعنی بازنده خواهیم بود. به شکل‌های زیر 
توجه کنید. 


۳۵ ۳۵ 


۱ 
بنابراین برای برد باید مرکز سکه به فاصله بیشتر از ۱۰ از اضلاع مربع قرار داشته باشد ؛ یعنی 
درداخل مربع هاشور خورده در شکل زیر به ضلع ۵ <ه ۱۰-۱ ۲۵ پیفتد . 


انجام عملیات بر روی پیشامدها و دست یافتن به پیشامدهای جدید با استفاده از اجتماع. 

الف - پیشامد 8 ۸: اجتماع پیشامدهای ۸ و 3 تنها وقتی به دست می‌آید که یکی از دو 
پیشامد ۸یا 13 و یا هر دو اتفاق بیفتد. 

ب پیشامد ۳8 ۸: اشتراک پیشامدهای ۸ و 3 تنها وقتی حاصل می‌شود که پیشامدهای 
۸و 3 هر دو واقع شوند. 

ج- پیشامد "۸ : متمم پیشامد ۸. تنها وقتی اتفاق می‌افتد که پیشامد ۸ اتفاق نیفند. 

لازم است دقت کنیم در مورد یک فضای نمونه‌ای 8. جون و و . هر دو نیز زیرمحموعه ٩‏ 
و بدیهی است که پیشامدهای حتمی و نشدنی متمم یکدیگرند. 


«»۰_أ/ 9( غ 


حال به جند مثال در مورد عملیات روی پیشامدها توجه کنید. 
منال ۱۵: اگر ۸ و ظ دو پیشامد معین باشند. پیشامدهای زیر را به صورت عبارت‌های 
مجموعه‌ای بیان کنید و با استفاده از نمودار ون آن‌ها را نشان دهید. 
الف) ۸ اتفاق بیفتد ولی 1 اتفاق نیفتد. 
ب) تنها یکی از دو پیشامد ۸ يا ظ اتفاق بیفتد. 8 
حل: الف - جون ۵ اتفاق می‌افتد اما 3 اتفاق نمی‌افتد 
پس برآمدهای ما متعلق به مجموعهٌ ۸ هستند و متعلق به 
مجموعه 3 نیستند یعنی داخل ۸ و خارج 3 می‌باشند و 
ذرشیجه پیشامد مطلوب عبارت است از 18 - هر . ‌ 
ب - جون ۸ يا 3 اتفاق می‌افتد ولی هر دو با هم 
اتفاق نمی‌افتند بنابراین برامدهای ممکن متعلق به ظ ۸ 
می‌باشد و متعلق به هر دو یعنی ۳ ۸ نیست پس متعلق به 
(ظ شخ می‌باشد: با ترچه‌به فسمک ال ) 
این پیشامد مساوی اجتماع دو پیشامد 13 ۸ و ۸۵ 3 است درنتیحه : 
رم (ظ) (رظ ه۵)عر(ظ ه۸)-(ظ ه) 
که همان پیشامد مطلوب است و این محموعه را تفاضل متقارن ۸ و 3 می‌نامند. 


- فرض کنید ۰۸ 13 و ) سه پیشامد باشند. برای هرکدام از پیشامدهای زیر یک عبارت 
مجموعه‌ای پیدا کرده و آن‌را با استفاده از نمودار ون نشان دهید : 

الف- پیشامد ۸ و پیشامد 13 اتفاق بیفتند اما بیشامد 6 اتفاق نیفتد. 

ب- فقط پیشامد ۸ اتفاق بیفتد. 

۲- شرکتی درنظر دارد یک آزمایشگاه تحقیقاتی را در خوزستان و در یکی از شهرهای 
اهواز.آبادان, دزفول. خرمشهره یا موشتر تأسیس کند. اگر ۸ پیشامد انتخاب خرمشهر یا شوشتر, 
1 یشامد انتخاب خرمشهر ی بادان و > پشامد نتخاب اهواز ی شوشترباشند, هریک از مجموعههای 


[0 


زیر را مشخص کنید. 

الف - ۸۵ ب - 0 پ-0 8 ت-0 8 

قیال جات (0: ۳) ج- 0 8 

۳- هر یک از ارقام ۱ تا ٩‏ را روی یک کارت نوشته و پس از مخلوط کردن کارت‌ها یکی را 
به‌طور قرعه برمی‌داریم. مطلوب است تعیین : 

الف - فضای نمونه‌ای. 

ب پیشامد ۸ که در آن عدد روی کارت کوجکتر از ۶ باشد. 

پیت پیشامد 3 که در آن عدد روی کارت عددی اول باشد. 

ث- پیشامد 6 که در آن عدد روی کارت بزرگتر از ۶ باشد. 

تیک یگ را توو از تام کی قضای کواهای این آوبلشن و پشانه ان سک اقلا 
یک بار پشت بیاید را بنویسید. 

۵- یک سکه را سه بار م‌اندازيم فضای نمونه‌ای این تجربه و پیشامد آن که اقلا یک بار رو 
بیاید را بنویسید. 

۶- یک تاس و یک سکه را با هم به هوا می‌اندازيم فضای نمونه‌ای این تجربه و پیشامد آن که 
سکه رو يا تاس ۶ بیاید را بنویسید. 

۷- یک کیسه محتوی ۱۵ مهره قرمز و ۱۰ مهره سفید است. یک مهره را به طور تصادفی از 
ال تا یوونس آورت» ای موروسها سید ژین) با یو اقاغراهدبرن: با بجتزعة | سق 1 
می‌تواند نمایش فضای نمونه‌ای اين تجربه باشد؟ توضیح دهید. 

۸-سکه‌ای را یک بار پرتاب می‌کنیم. اگر رو بياید آنگاه تاس را می‌ريزيم و اگر پشت بیاید. 
سگزا دوبان دیگر پر تاب ی کبیه ما (۷ وزرا تشان‌دهنه آمدن زی خر برتاب کی ۲ رز انناختن 
تأس است و (پ ,پ , پ) سه بار متوالی پشت را نشان می‌دهد. 

الف - ده عضو از فضای نمونه‌ای ٩‏ را بنویسید. 

ب - اگر ۸ پیشامدی باشد که در آن دقیقاً یک بار سکه به پشت بیاید. عناصر این پیشامد را 
پئویسید: 

پ- اگر ظ پیشامدی باشد که حداقل دو بار ظاهر شدن پشت در پرتاب سکه را نشان دهد» 
عناصری از 5 را که با این پیشامد متناظر هستند بنویسید. 

-٩‏ با به کارگیری عبارت‌های مجموعه‌ای, فضای نمونه‌ای مرکب از تمام نقاط واقع بر محیط 
و داخل دایره‌ای به شعاع ۳ به مرکز (۳- و ۲) را مشخص کنید. 


سس 


نصل ۴ 


احتمال: اندازه گیری شانس 


با توجه به آشنایی که با مفاهیم پدیده‌های تصادفی, فضاهای نمونه‌ای و پیشامدهای تصادفی 
پیدا کردیم» اکنون می‌توانیم احتمال وقوع یک پیشامد تصادفی را مورد مطالعه قرار دهیم. به‌عبارت 
دیگر, می‌خواهیم شانس وقوع یک پیشامد تصادفی را اندازه‌گیری کنیم. برای اين منظور احتمال 
وقوع پیشامدهایی را مورد بررسی قرار می‌دهیم که در تمام فضای نمونه‌ای به‌طور یکسان در نظر گرفته 
می‌شوند مانند پرتاب سکه که در آن احتمال آمدن پشت یا رو یکسان است. 


۱-۴- احتمال هم شانس در فضاهای گسسته 

فضای گسسته را فضایی گرفتیم که تعداد عناصر آن متناهی باشند. و بنابراین هر زیرمجموعة 
آن دارای تعداد معینی عضو است که قابل شمارش می‌بائند و جون هر زیرمجموعه یک فضای 
نمونه‌ای, یک پیشامد می‌باشد. بنابراین, با تعبین تعداد اعضای متناظر با هر پیشامد خاص و تقسیم آن 
بر تعداد کل عناصر فضای نمونه‌ای. می‌توان شانس وقوع آن پیشامد یا احتمال وقوع اقا تاه 
گرفت. به‌زبان ریاضی برای به‌دست آوردن (۳)۸» احتمال وقوع پیشامد ۰۸ رابطة زیر را به کار می‌بریم. 


2)۸( 
2)5( 


که (2)۵ تعداد عضوهای ۸ و (2)8 تعداد عضوهای فضای نمونه‌ای ٩‏ است. احتمال در فضاهای 
گسستةٌ هم شانس: احتمال کلاسیک نیز نامیده می‌شود. 
مثال ۱: در ریختن یک تاس سالم ؛ احتمال آمدن عدد ۴ جقدر است؟ 
حل: فضای نمونه آزمایش مورد بحث عبارت است از : 
و( 


۳)۸( - 


۱- تاس سالم تاسی است که متقارن بوده و شانس آمدن هر وجه آن یکسان باشد. 


 __.-.(‏ سس 


احتمال ظاهر شدن عدد ۴ یا به‌عبارت دیگر احتمال وقوع پیشامد ۸-1۴۲ عبارت است از : 
۱ (2)۸ 


7۶ 65 <(۲۸ 
مثال ۲: دو سکه سالم را با هم پرتاب می‌کنیم . احتمال وقوع پدیده‌های زیر را محاسبه کنید. 


فیانب یکی از دی سکهبه پشت :و دیگرن بذرو پفتن: 
پ - حداقل یکی از سکه‌ها به پشت بیفتد. 


حل: فضای نمونه‌ای آزمایش مورد بحث بااستفاده از نموداردرختی به‌فرار زیر است : 
نتیجه پرتاب دو سکه سکه دوم سکه اول 


(ب و پ) ب 


(ر , پ) ژ 5 ب‌ 

(پ, ر تس 

لزبز) ۲ ۳ ر 
به‌عبارت نیگر فضای‌نمونه‌ای‌عبارت است از( (ره را (ب 9 وا (ر وپ),(ب ون ٩21‏ پشامد 
وقوع دو سکه به پشت زیرمجموعه [ (پ , پ) ]2 ,۸ از 5است» پس : 


2)8,( ۱ 
82/8( ۴ 


پیشامد این که یکی از دو سکه به پشت و دیگری به رو بیفتد زیرمجموعه 
۱ از پ( و(پور) ا ۸2 از 5 می‌باشد. در نتیجه : 
۲۱ 2۸۷ 


۲ ۴ (2)/8 
و بالاخره پیشامد اين‌ که حداقل یک سکه به پشت بیفتد زیرمجموعه ۸۲ از ٩‏ است که 


۳)۸,( < 


)۸,(< 


به پشست بیفتند» پس : 


2)۸( ۳ 
2)6( ۴ 


مثال ۲: در ریختن یک جفت تاس قرمز و سبز, احتمال این که مجموع ارقام ظاهر شده برابر ۷ 


تتتت ۲:7 


۳)۸( > 


باشد را محاسبه کنید. 
حل: در ایخ آزمایشن: فضای نمونه‌ای عبارت است از 
21 16 ,۵ | (0,ه)) < 5 
که([۱,۲,۳,۴,۵,۶) < 16 ؛پس ٩‏ دارای ۳۶ عضو می‌باشد. پیشامد مورد نظر عبارت است از : 
[ (۰)۵,۲(۰6۶,۱ (۰)۴,۳ (۶(۰)۲,۵(۰)۳,۴ ۸۲ 
۱ ۶ (20۸ 
۶ ۳۶ 808 
منال ۳ تمام ترکیبات دو رقمی مجموعه اعداد ۹ را روی کارت‌های مختلف نوشته 
(هرترکیب روی یک کارت) و پس از مخلوط کردن کارت‌ها. یک کارت را به‌طور تصادفی برمی‌داریم 
حل: فضای نمونه آزمایش مورد نظر عبارت است از ؛ 
921 


۳)۸( - 


و پیشامد مطلوب زیرمجموعهٌ ۸ از فضای نمونه است : 
را ۱ 
دوشن احتمال ان برار انیا .۶ 
۲ دب (2)۸ 
۳ [(۲6 
مثال ۵: از محموعه [۱۰۰۰, ,۳ ,۰۱,۲ عددی به تصادف انتخاب می‌کنیم. احتمال این که 


عدد انتخاب شده 1 بخش پذیر باشد حفدر افت؟ 


۳)۸( < 


حل: فضای نمونه‌ای این آزمایش تصادفی شامل هزار عضو است. پس ۱۰۰۰ (2)5 . 
۳۳۳۴ > >۱ :۸-۱۳8۶ 


مثال ۶: از محموعه اعداد طبیعی (ژ, ,۱,۲,۳ عددی به تصادف انتخاب می‌کنیم, اعتمال 
این که عدد انتخایی بر عدد 1 (۷(> 1 >۱) بخش‌پذیر باشد حقدر است؟ 

حل: فضای نمونه‌ای این آزمایش تصادفی شامل عضو است. فرض کنید ۸ پیشامد بخش‌پذیر 
بودن عدد انتخابی بر عدد 6 باشد. در این‌صورت : 


(-.__ ظظظظ 


که>۱ ۸-۰ 
1 
که در آن. [«] بزرگترین عدد صحیح کوچکتر یا مساوی با « است. پس 
۳ 
| 2 ]-(۸« 
1 
لات 
بد-(۳)۸ 


مثال ۷: از یک سبد محتوی ۴ سیب سالم و ۵ سیب فاسد. ۲ سیب به‌طور تصادفی بیرون 
می‌آوریم. مطلوب است احتمال آن که هر دو سیب سالم باشند. 

حل: در بسیاری از موارد اصولاً نوشتن پیشامدهای مطلوب و فضای نمونه‌ای به‌صورت 
فهرست‌وار. کاری وقت‌گیر و دشوار است و باید از راه دیگری تعداد عناصر مورد نیاز را شمارزش 
کنیم. در این مثال فضای نمونه عبارت است از همه ترکیبات دوتایی از سیب‌ها که می‌توان آن‌ها را از 
یک سبد محتوی ٩‏ سیب خارج کرد. با استفاده از آنالیز ترکیبی از ریاضی (۲) می‌دانیم که تعداد این 
کات شین بویت اف ار : 


۳۶ 


۹۱ 
) 


2)5( < ۲! ۷ 


پیشامد مطلوب ۸ آن است که هر دو سیبی که خارج کرده‌ايم سالم باشند» ۴ سیب سالم داریم. 
با توجه به‌این که سیب‌های خروجی باید حتماً یک جفت از اين ۲ سیب باشند. داریم : 


۶- چپ - | -(ه)ه 
پس : 

ار ۶ 0۸ 

۳۸( 2 65( ۶ 


مثال ۸: از بین ۲۲ دانش‌آموز قرار است به‌طور تصادفی ۸ نفر برای تشکیل تیم کوهنوردی 
دبیرستان انتخاب شوند. اگر ۱۰ نفر از این دانش‌آموزان در سال اول و ۱۲ نفر دیگر در سال دوم مشفول 
بتخمیل باقتت: تظارب است اخال آن که ۲ قرراز یال او ؟ظر از سال درم تخاب شون 

حل: در اینجا فضای نمونه‌ای عبارت است از تمام حالات ممکن برای انتخاب ۸ نفر از ۲۲ 


ت۲۲ 


رهش شنت مطاوی مان اس که نش از داش مور انسال رن راد آوما 
۰ نفر است) و ۴ نفر از دانش‌آموزان سال دوم (که تعداد آن‌ها ۱۲ تفر است) انتخاب شوند. تعداد 
حالت‌های انتخاب ۴ نفر از ۱۰ نفر عبارت است از |۲۳ و تعداد انتخاب‌های ممکن ۴ نفر از ۱۲ نفر 
ستاو آنتبا اي «رطیق اسل آسایی بارش( با اصل غرب که در زیاضی (۲) خزاننه ید 
تعداد تمام حالت‌های این پیشامد مساوی با حاصلضرب این دو عدد ۱۳۱ و !»۱ می‌باشند. پس: 
۲ + 

2)۸( < 1 


مثال ۰:٩‏ نفر را در نظر می‌گیریم احتمال این که روز تولد هیچ دو نفری از آن‌ها یک روز باشد 
می‌کنیم). 

حل: جون تعداد افراد مورد بررسی 9 است و هربک از آن‌ها ممکن است در ۳۶۵ روز مختلف 
سال به‌دنیا آمده باشد. بنابراین در اين مسأله با یک فضای نمونه‌ای ۳۶۵۳ عضوی روبه‌رو هستیم. 
۲۳ 2 (): , از میان 0 نفر مورد نظر» نفر اول احتمال دارد که در یکی از ۲۶۵ روز سال به‌دنیا 
اخقه قنلب: جون فرض بریکسان نبودن روز تولد افراد است پس نفر دوم ممکن است در یکی از ۲۶۴ 
روز باقیمانده سال متولد شده بائد و به‌همین ترتیب نفر سوم در یکی از ۳۶۳ روز باقیمانده و بالاخره 
نفر ام در یکی از ۱+-۳۶۵ روز ممکن است متولد شده باشد. بدین ترتیب. با توجه به‌اصل 
اساسی شمارش. «فر ممکن است (8+۱- ۳۶۵) ...۳۶۵۳۶۴ روز تولد متفاوت داشته 
باشند. بناپرای بن اگر ۸ پیشامد مورد نظر باسد داریم : 

20۵ < ۳۶۵ ۳۶۴۰۰۰6۳۶۵۰-۱ ۱( 


(۱۷+ -۳۶۴۰.۰۰)۳۶۵ ۳۶۵۱ _ (82)۸ 
۳ 00 
دق کنید که کر ۳۶۵ انگام طبی اضا لاه کیوتری تما دوکر قرو یک زوژ و لد 


شده‌اند» که در این حالت ۰< (۳)۸۵ ۰ 


[0 


۳)۸( - 


۴ تیال ون حیلا 


7 ۳ ۱ ِ 
اگر یک سکه سالم یک بار پرتاب شود هرکدام از برامدها دارای احتمال ب است. اگر سکه را 
دوسه یا جهار بار پرتاب کنیم. به ترتیب جهار, هشت یا شانزده حالت هم شانس وجود دارد که در 


نمودار درختی زير نشان داده شده است : 


(رورءرور) 


نان زتریی) 


(ر, یاو ربر) 
(پ, یاو ربر) 


و یو ر( 


تیان رو بو ر 


(رو ناو ناور 
(پ, پ, پ, ر) 
(ره رو رو ب‌ 
تاو زو و مب 
زو نیا و وبا 
(پ, پ, ر, پ) 
(ر, ره پ, پ) 
(پ, ر, پ, پ) 
(ره پ, پ, پ) 
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تعداد رو آمدن‌ها 


احتمال 
۱ 
۳ 
۱ 
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حال صنورت کسر‌های احتعال دو جدول فوق را بضورت تعودار زیر درف یآوریم؛ 
7 
۳۸۸ 
۱ ۳ ۱ ۱ 
2 
0( 


این اعداد یک مثلث تشکیل می‌دهند که به مثلث خیام - پاسکال موسوم است. هر عدد در یک 
سطر مثلت از جمع کردن جفت اعداد چپ و راست آن در سطر بالایی به‌دست می‌آید. اين مثلث را 
تا بی‌نهایت می‌توان ادامه داد. اگر ب‌ضرایب حاصل از بسط توان‌های طبیعی دوجمله‌ای 9 + 2 نگاه 
کنیم. همین اعداد موجود در مثلث فوق را می‌يابیم : 


2 (2+0) 
۲۵0۲+ ۱۵۲ ۲( +2) 
۳ ۳۵0۳ +۳۵۲9 + ۱۵۲ ۳( +ه) 


۳+ ۴۵0۲ + ۶۵۳0 +۴۸۲9 + ۱2۲< ۴( +ه) 
و در حالت کلی از آنالیز ترکیبی در ریاضی (۲) می‌دانیم که : 
۳ +۱ وال برباو ها بو توا +هما 2 ع ته+ه) 


بنابراین : 
۹ 
تِ - (آمدن ارو) ۳ 

مثال ۱۰: تاس سالمی را ۱۵ بار می‌ريزيم. احتمال اين که ۶ بار برآمد تاس یک عدد فرد باشد, 


حل: جون در ریختن یک تاس سالم برآمد مشاهده شده یا زوج است و یا فرد. بنابر این می‌توان 


ح. : ۳ 1 ۰ 
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۷۵ ِ 


۳ 


۷۵ 


۳ 


5 (۶بار مشاهده عدد فرد)۳ 


۹ -«.-_ < (۱۰ بار مشاهده عدد زوج)۳ 


ور یک خانواده با دو فرزند احتمال این که بحه‌ها از دو جنس مخالف ویا هردو دختر باشند 
را پیدا کنید. 

۲ رمز یک قفل, عددی سه رقمی است که تنها با تنظیم سه رقم آن به‌طور صحیح می‌توان 
قفل را باز کرد. با علم په‌تکراری نبودن ارقام رمزء احتمال کشف کردن تصادفی رمز قفل فقط با یک 
از عظي ارفاموا بدا کنید. 

۳- مسألةٌ فوق را با فرض وجود یک رمز پنج رقمی حل کنید. 

۴-اگر یک عدد ۴ رقمی کمتر از ۵۰۰۰ به طور تصادفی با ترکیب ارقام ۹۱۷۰۵۰۳۱۱ به‌وجود 
اید. احتمال این که عدد ساخته شده بر ۵ بخش‌پذیر باشد را پیدا کنید. 

۵- یک کلمه جهار حرفی به‌طور تصادفی با استفاده از حروف کلمه «خوارزمی» ساخته شده 
نت اظتبال این که این کلب دازای اف فقطا دار ماش راید الا با قرش تگرارش 
بودن حروف و نیز بدون این فرض حل کنید. 

۶-یک جفت تاس مخصوص داریم که در هرکدام از آن‌ها په‌جای ارقام ۱ تا ۶ دو عدد ۱. دو 
عدد ۲ و دو عدد ۲ نمایش داده شده است. این دو تاس را با هم می‌اندازيم. احتمال وقوع مجموع‌های 
زیر را پیدا کنید : 

الف) ۵ ب) عددی فرد 

۵-۷ تفر زن و ۶ نفر مرد برای شقلی تقاضا کرده‌اند. با این حال. امکان استخدام تنها برای 
۵نفر از آن‌ها وجود دارد احتمال انتخاب ۵ تفر را در حالت‌های زیر پیدا کنید : 

الف) ۳ زن و ۲ مرد انتخاب شوند. 

ب) ۵ زن انتخاب شوند. 

پ) حداقل ۴ مرد انتخاب شوند. 

۸- یک تاس و یک سکه با هم انداخته می‌شوند. مطلوب است : 

الف ) احتمال آن که تاس عدد زوج و سکه رو بیاید. 

ب ) احتمال آن که تاس عدد زوج یا سکه رو بیاید. 

-٩‏ یک کیسه محتوی ۲۰ مهره قرمز, ۱۳ مهره سفید و ۱۵ مهره سبز است. یک مهره را 
به طور تصادفی از کیسه بیرون می‌آوريم. مطلوب است : 


(.._ ,,ظ(( 


الف ) احتمال آن که این مهره سفید باشد. 

این مهره را به کیسه برگردانده ۲ مهره را به طور تصادفی بیرون می‌آوریم. 

ب ) احتمال آن که یک مهره قرمز ویک مهره سفید باشد. 

۰ نمودار درختی زیر راه‌های پاسخ دادن به‌سه سوال در یک آزمون دو گزینه‌ای (درست - 
غلط) را نشان می‌دهد. حرف «د» یعنی درست و حرف «غ) یعنی غلط . اگر سوالها به تصادف انتخاب 
شوند. مطلوب است احتمال : 

الف) این که هر سه سوّال صحیح جواب داده شده باشند ؛ 

ب) هیچ یک از سوّالات صحیح جواب داده نشده باشند ؛ 


پ) تعداد سوّالات صحیح پاسخ داده شده بیشتر باشند. 


۱- نمودار درختی زیر حالات ممکن تولد پسر و دختر را در یک خانواد؛ دو فرزندی نشان 


۲ ۱ 
می‌دهد . فرض می‌کنیم احتمال پسر بودن فرزند ب باشد. 


الف) با توجه به نمودار درختی جدول زیر را کامل کنید : 
تعداد پسرها ۶ ۱ ۲ 


زا سالای.. ۰ 
۱ 

اما ۴ ۲ ۴ 

درصد تم ۲۵[ ] 


ب) احتمال این که دو فرزند هم جنس باشند جیست؟ 

پ) احتمال این که دست کم یک فرزند پسر باشد جیست؟ 

۲ نمودار درختی زیر احتمال‌های باریدن برف را طی جهار روز متوالی در یک محوطهً 
اسکی نشان می‌دهد . («ن» ت نباریدن برف و «ب» یعنی باریدن برف) فروض می‌کنیم احتمال آمدن 
برف در یک روز مفروص ۲ باشد. 

الف) با توجه ی درختی جدول زير را کامل کنید : 


تفذاد آمکان‌هاش مختلفت ۱ 
ِ ۳ 
پسسی مولحال ]۲۱۲۵ 


۸ 
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۳- نمودار زير احتمال‌های رخ دادن پیشامد «رو» درپرتاب ۲۰سکه‌را نشان‌می‌دهد. 


۵ ۳۰ 


ح 


۱۰ ۵ 
تعداد «رو»ها 


به‌نمودار صفحه قبل رجوع کنید و ه‌اين سوّالات پاسخ دهید : 

الف) اگر هر بیست سکه پرتاب شوند آمدن جند «رو» محتملتر است؟ 

ب) با توجه به فرض الف احتمال آن که آن تعداد «رو» بیاید جقدر است؟ (به کمک نمودار تقریب 
پزنید) 

پ) کدامیک عجیبتر است؟ این که در پرتاب ۱۰ سکه تعداد «رو»‌ها و «پشت»ها مساوی باشد 
یا در پرتاب ۲۰ سکه؟ 

ت) اگر تعداد سکه‌هایی که پرتاب می شود را افزایش دهیم.احتمال مساوی بودن تعداد «ر» و 
(پ»ها چه تغییری می‌کند؟ 


۲-۴ احتمال غیر هم شانس در فضاهای گسسته 

در بخش قبل فرض کرده بودیم احتمال وقوع پیشامدهای مورد بررسی در تمام نقاط فضای 
نمونه‌ای یکسان باشد. مثلاً در رتاب سکه. احتمال آمدن «پشت» یا «روه هر دو * بود. اما این فرض 
هميشه یک فرض واقع‌بینانه نیست و برای سادگی مطلب در بندهای قبل گذاشته شده بود. یکی از 
راه‌های محاسبه احتمال, استفاده کردن از محاسبه فراوانی است. 

مثال ۱: در مورد مثال بالا اگریک سکه را ۱۰۰ بار پرتاب کنیم و در این ۱۰۰ بارء ۴۵ بار «رو» 
بای. طبیعی است که کسر س و یا ۴۵- ویا ۰/۳۵ را احتمال آمدن «روه در نظر بگیریم. واضح 
است با اين استدلال احتمال آمدن پشت ۵۵ - می‌باشد. بنابراین در فضای ( پ , ر )5 داریم 

۵<(پ) ۲ و ۰/۴۵-<!(ر) ۳ 


محموعه‌های تک عضوی (پ)] و [را را مجموعه‌های ساده می‌گویيم. و احتمال هر مجموعه 
تک عنصری (*] را با )۳ با ([«۳)۲ نشان می‌دهیم . 


۱< ۵۵ ۰7+ ۴۵ /۰< (پ)۲ +(د)۳ 
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یعنی احتمال پیشامدهای ساده بزرگتر یا مساوی صفر و کوجکتر يا مساوی یک می‌باشد و 
مجموع احتمال‌های پیشامدهای ساده ۱ می‌باشد. 
آن هرعضو این فضا تعداد ی امذزهای بت سکه بشید ان انا انستاده از احتمال میخبلهای 
می‌دانيم که : 


2 -![ هیچ رو نیید ) ۴ - ()< 


<< !(یک بار رو آمده باشد) ۲ - (۳0 


![دو بار رو آمده باشد) ۳ (۳)۲ 


< ![سه بار رو آمده باشد) ۲ -(۳)۳ 
ملاحظه می‌کنيم که : 
ام > (۳)۳+(۳)۲ + (۳0 + ()2 
در حالت کلی فرض کنیم فضای نمونه‌ای ما [,رع,...,ب6,,6] ٩‏ شامل 7 عضو باشد. به‌هر 
پات ماس کوش ازع ۶ ک ال شنکاو یت تیآ 
لاد باید تحت شرایط زیر انتخاب گردد : 


۱) احتمال یک پیشامد ساده عددی بین ۰ و ۱ است ؛ یعنی 


۱ 
۸ 


۳)۵(>۱ > ۰ 
۲) مجموع احتمالات تمام پیشامدهای ساده در فضای نمونه‌ای برابر ۱ است ؛ یعنی : 
۱( ,)۳ +.۰.+(۳)6۱ +(۳)۵ 
اعداد (,ع)۰۴ (۳)6۷ »...۰ (,ع)۳ را که در شرط بالا صدق می‌کنند «تخصیص احتمال 
مقبول» می‌نأمیم. 
فرض کنیم یک تخصیص احتمال مقبول به پیشامدهای ساده در فضای نمونه‌ای ٩‏ داده شده 
باشد. حگونه می‌توان یک احتمال برای پیشامد دلخواه ۵ در 5 تعریف نمود؟ 


سس 


۳۲ احتمال یک پیشامد اختیاری 
اگر یک تخصیص احتمال مقبول به‌پیشامدهای ساده در فضای نمونه‌ای 5 داده شده باشد» 
به‌پیشامد ۸ احتمالی را که با (۳)۸ نشان می‌دهيم ب‌صورت زیر نسبت می‌دهیم : 
الف) اگر ۸ پیشامد غیرممکن (یعنی مجموعة .) باشد آنگاه 
۰< (۳)۸ 
ب) اگر ۵ یک پیشامد ساده بائد (۳)۵ خودبه‌خود تعریف شده است. 
ج) اگر ۸ پشامد مرکب باشد. یعنی ۸ اجتماعی از پیشامدهای ساده باشد. آنگاه (۳)۸ 
مجموع احتمالات تمام پیشامدهای ساده در ۸ می‌باشد. 
د) اگر ۸خود فضای نمونه‌ای 5 باشد, آنگاه : 
۱< (۳5 < (۳)۸ 
در واقع این قسمت حالت خاصی از (ج) است. 
حال گر حالت هم‌شانس بخش قبل رادر نظر بگريم:بنی 
(ع۳)6< .. -<(2۳)6۲< (۳)6۱ 
انگا: جون (,۳)۵+ ... +(,۳)۵+(۳)۵ ۱ دارم : 


< (,ع۳)6 < ۳ < (۳)6۷ < (,۳)6 


خال ا گر تمجمرعه ۸دارای عضو ]ایلیا باشد طبتق تعریفت فوق 


2 ح + ببس« [ ,]+ . لا ارگ بلط 
با 
یعنی : 
تعداد اعضای ۸ 
< (۳)۸ 
تعداد اعضای 5 


که همان فرمول بخش قبل است. یعنی ملاحظه می‌کنیم که مطالب این بخش در واقع تعمیم بخش قبل 
است. 


تال ۲: فرض کنیم فضای نمونه‌ای ما ٩<1۱,۲,۳,۴[‏ باشد. در هر دو حالت زیر 
به‌پیشامدهای ساده 5 اعدادی را نسبت داده‌ايم. بررسی کنید که آیا اين نسبت‌ها که آن‌ها را تخصیص 


سس 


الف) ۰/۲۰-<(۳)۴ , ۴۵ /۳)۳(<۰ , ۳)۲(<۰/۶۳ , ۰/۱۲ (۳)۱ 


۴۶ ۲۷ ۴۵ ۹ 
ترا ص ی ع(ط ۳۵(2۶ 
ب 7 ۱ 


حل: در مورد (الف) حون ۰/۲۰--(۳)۴ نافقض فرض (۱) در مورد پیشامدهای ساده 


اب ۱ بخ ری و ۳ +(۲)۳ +( +(0< 


۶ ۷۱۳ ۱۲ ۰۱۳ ۲۶ 
و این خاصیت (۲) در مورد پیشامدهای ساده را نقض می‌کند بنابراین» این تخصیص احتمال هم مجاز 
مثال ۴: تاسی به‌گونه‌ای ساخته شده است که احتمال وقوع هر عدد فرد دو برابر احتمال وقوع هر 
ناد زوج است. اگر در یک پرتاب این تاس» ۸۸ پیشامد وقوع عددی بزرگتر از ۳ باشد. (۳)۸ را ماف: 

حل: فضای نمونه‌ای عبارت است از [۱,۲,۳,۴,۵,۶) < ٩‏ . حال اگر به‌هر عدد زوج احتمال 
۷ نسبت دهیم, آنگاه احتمال عدد فرد برایر ۲۷۷ ااییت 9 بعتی 1 

2۷ (۳)۶ - (۳۲۴ - (۳)۲ و ۲۷ (۳)۵ - ۳۲۳ - (۳)۱ 

و جون مجموع اين پیشامدهای ساده باید ۱ باشد. بنابراین : 


٩۱۷ <۱‏ -< ۷ + ۲۷ + ۳ + ۲ + + ۲ 
1 ۱ 
و از انجا ون حال قرار می‌دهیم [1۴,۵,۶- ۸ طبق خاصیت (ج) داریم : 


+ -(۳6 +(۳)۵ + - (ه)< 


مثال ۵: سه اسب ۵, 9 و » با هم مسابقه می‌دهند. فرض کنیم احتمال برد 2 دو برابر احتمال 
تیف و اختنان رد ۵ فر بای اسقیال خ یت 

الف) مطلوب است احتمال برد هر کدام از اسب‌ها. 

با مطلوّنب است اعبال انم وبا نرق 

حل: گیريم ع - (۳)۵ ۰ جون شانس برد 0 دو برابر شانس برد » است. پس : 2۲2 (۳)0 و 


سس 


۱ ۴0۵ ۲04+ 
يا ۱< ۰۷ در نتیجه ب-ه و از آنجا داریم : 
۴ 
تت << هک ۳ 
۳ 0 2 (2) 
تون 
۷ 
7 < (۳)6 
۷ ِ 
پاید این کمبا برد با نف تایه اس ظق فرب 
و + -()۳ +(۳ <۱(ط.ه) ۳ 
فقال ۶: گیریم ]2,2۵۲,2۸۳,2۵۴ < ٩‏ مطلوب است محاسبه 
: 2 ۱ ۱ ۱ 
الف) (,۵)ظ. اگر »2 (۰۳۲)۵۲ 27 (۰۴۲)۵۲ < (۳)2۴ 
7 ۱ 
ب)(۳)۵۱ و (۳)2 اکر ۶ < (۳)۵۴ 2 (۳)۵ و (۲۳)۵۷ < (,۳)۵ 


ج) (۳۵ گر چ-ا(جه,ه) و -!(,ه,به] و -(,* 
حل: الف) فرض کنیم (,۳)۸ < . آنگاه جون ۳ تخصیص احتمال مقبول به فضای 5 است 
بنابراین : 
۱ (۳)۵۴ +(۵۳) +(۳)۵۱ +( ۳۵۱ 
و از تعا: 


۷ زا 
۷ 6 را ۱ 


ب) گیریم ((۳)۵ - و . آنگاه ۲۵-(۳)۵۱ . و از آنحا : 


۱ ۱ 
۲۳ ۲ 1 2۱ 


۱ ۱ ۱ 
ویا ۶ . بنابراین <(۳)۵۲ و ۶ <(,۳)۵. 
ج) گيریم ( <(,۳)۵ . آنگاه جون 


۲ ۱ 


۱ 1 1 
<< ,۳۵ - 1( ۵۷,۵۲] ۳< (۳)۵۴ 
در نتیحه : 
4 
و ات 


۱ ۱ 
و یا 7 <. یعنی چ < (,1۲)۵ . 


اب درذنستگاه زير دایه وا هجهار رنگاسیر (6): فرمر (۳)؛ آبی (3)ءسقید (۱۷) رنگ‌آمیزی 
کرده‌ایم. عقربه راهجرخش درمی‌آوريم. اگر احتمال‌های ایستادن عقربه روی رنگ‌های مختلف؛ 
متفاوت باشند. کدامیک از تخصیص احتمال‌های زير غیرمجازند؟ 


4 
۳۳ 


الف) ۲ ۰ (۳)۶ و ۳)(<۰/۲۸ و ۳)۷۷/(<۰/۲۴ و ۰/۳۰ (ظ)۳ 

ب( ۶ 2۰ ()۳ و ۳)(<۰/۱۴ و ۳6۷۷/۰/۳۰ و ۰/۳۰ (۳)۳ 

۲- یک سکه ناسالم را پرتاب می‌کنيم. فرض کنیم شانس آمدن «رو» دو برایر شانس آمدن 
«پشت» باشد. مطلوب است محاسبه (ر)۳ و (پ). 

۲-سه شناگر ۵» 9 و ه با هم مسابقه می‌دهند. 2 و دارای احتمال بردن مساوی هستند و 
انس بردن هرکدام از آن‌ها دو برابر » است. مطلوب است احتمال این که یا » ببرد. 


۵-۴ - احتمال در فضاهای پیوسته 

در این بخش به محاسبه احتمال در فضاهای پیوسته می‌پردازيم. فضاهای پیوسته. برخلاف 
فضاهای گسسته که از تعدادی متناهی نقطه تشکیل شده‌اند. محموعه‌هایی نامتناهی می‌باشند نظیر 
بازه‌ها در محور اعداد حقیقی یا سطوح در صفحه و غیره. واضح است که در این حالت دیگر شمارش 
تعداف عتاضر فظنای تموه‌ای با پشامد فیسر تست ولی آنخه که می تواند مورد اشستفاده فرار کیرد 
«اندازه»طول بازه‌ها؛ مساحت سطوح؛و حجم شکل‌های فضایی است.در این حالت نسبت «اندازه» 
فضای پیشامد به «انداز*»فضای نموئه‌ای.احتمال وقوع پیشامد را مشخص می کند.به عبات دیکر 
یاس اف ان 


 لوط‎ 


اگر *- 5 و ۸۵ داریم : خد - و5 ( فرظ 
مساحت 

۲۵ ۱ ۳ 

اگر "5-8 و ۵ داریم : ۳ 

1 ۳ 

اگر "جات 5 و ۸ داریم : ج حجم 5 < (۳)۸۵ 


منال :در مثال تیراندازی به هدف دایره‌ای شکل فرض می‌کنیم شعاع صفحه هدف ۲۰ 
سانتیمتر و شعاع دایر؛ کوجکتر ۱۰ سانتیمتر است. فرض می‌کنیم تیر حتماً به صفحذ هدف برخورد 
حل:فضای نمونه مساحت دایر؛ بزرگتر و پیشامد ۸ مساحت دايرة کوجکتر است. بناپراین : 


از 0 رها 
۴ ۲رجم ود وت 


باه ا یال ۱ کر این عدد بین ۱ و ۲ انتخاب شده تاشیك: 
۱- در این قسمت فرض بر این است که احتمال روی طول. سطح و حجم یکسان توزیع شده است. 


۱ 


حل: فضای نمونهُ بازه [۳»] ٩-‏ و پیشامد مطلوب بازه [۱,۲] ۸ است.پس : 


۱ _ م1 
۲ < +21 (۳)۸ 


مثال ی ی ۰ و۱ انش اسان شوند. مطلوب است 
احتمال آن که مجموع اين دو عدد بین ۰/۵ و ۱/۵ باشد. 
حل:فضای نمونه‌ای مناسب عبارت است از : 
> ۱,۰ > > ۱ (زی6) - 5 


۱ ۳ 
۸ <  ):۷( ۱ ۲ >> 


بنابراین : 


> |ساح 


۳ 2 
- و نات 


مثال ۴:فرض می‌کنیم دو قطعه جوب داریم که طول‌های آن‌ها به ترتیب ۱ و ۰/۵ متر می‌باشد. 
قطعه بزرگتر را با ازه دو قسمت می‌کنيم که در نتیجه سه قطعه جوب حاصل می‌شود. احتمال این که 
حل: فرض می‌کنیم قطعه جوب یک متری,در نقطه ۳ بریده شود که به فاصله ۶ از یک سر 


حوب قرار دارد. 


سس 
بنابراین فضای نمونه‌ای را می‌توان خط ۸13 به طول ۱ متر درنظر گرفت. در این‌جا پیشامد 
مطلوب آن است که پاره‌خط‌های ۸۳ و 171 و پاره‌خط دیگر که آن را ) می‌نامیم (همان جوب 
به طول ۰/۵ متر) مثلثی تشکیل دهند. ولی اگر سه پاره خط بخواهند تشکیل مثلث بدهند باید طول 
هرپاره‌خط از مجموع طول‌های دو پاره خط دیگر کمتر باشد یعنی : 
سل < ۲۳۱ + بخ 
۳۳ < ([0) + بخ 


۲ < بآ + ۲ 
حون 60-۶ و < ۸۲ و -2۱ ۳1 »پس داریم : 
۱ 
< )+۲ 
۵ 
1 ۲ 1 
۱ 
+(-) 


با ساده کردن سه نامساوی پالا : 


(به طور بدیهی درست است) 


و اک ۸ 
۳ 

۱ 
۷ 1 
و ۱7 
7 


مثال ۵: یک جترباز از داخل هواپیما بر روی زمین مربع شکلی به طول ضلع ۲ کیلومتر 
می‌پرد. در جهارگوشهٌ زمین,مناطقی پوشیده از درخت وجود دارند که می‌توان آن‌ها را به صورت ربع 
دایره‌هایی به شعاع کیلومتر و به مرکز رآس‌های مربع تصور کرد. (به شکل صفحه بعد نگاه 
کنید.)اگر جترباز در یکی از مناطق مزبور فرود بياید جتر او به درختان گیر خواهد کرد.اگر فرض کنیم 


که خقزبا نا در قطهای از قطمه زین موه بت وه آیذو‌با قرغن ای که متصانت بکان قرو 
0 


حل: فضای نمونه‌ای مربعی به ضلع ۲ کیلومتر می‌شود و پیشامد موردنظر مجموعة هاشور زده 
شنده است.بنابراین احتمال برایر انبت با : 


۹۹ 1 
() علامت تفریب است.) 
بادآ شت:دز ایق ساله اختمال این که تربار و یک تنقطه فرود اه سر اننکدعشی اعتمال 
این که جترباز روی یک خط فرود آید صفر است.زیرا سطح این نوع مجموعه‌ها صفر می‌باشد. 


مثال ۶: در مثال (۱۴) فصل قبل احتمال برنده شدن جقدر است؟ 

حل:در مثال (۱۴)فصل قبل فضای نمونه‌ای و پیشامد مطلوب را مشخص کردیم. فضای 
نمونه‌ای مربعی به طول ۲۵ و پیشامد مطلوب مربع کوجکی در داخل آن به طول ۵ بود.اگر ۸ پیشامد 
موردنظر باشد. احتمال برابر است با : 


۱ _ (۵) _ مر 


4 
۶۵ ۳۵ و ۳ (۳)۸ 


یادداشت:اگر سکه را به جای مربع مطرح شده در مسأله بر روی صفحه‌ای شطرنجی شکل 
متشکل از مریع‌های بسیار نیز پرتاب کنیم.باز احتمال آن که سکه بر روی مرز مشترک بین هیچ دو 


مربعی نیفتد. برابر با مقداری خواهد بود که به دست آوردیم. 


توجیه این مطلب با توجه به شکل فوق بدیهی به نظر می‌رسد. 

مرکز سک پرتاب ده ممکن است در داخل هر کدام از مربع‌های هم اندازه با مربع ۵ واقع شود 
و در آن صورت همان‌طور که در مساله مشاهده کردید. پیشامد ما مربع "0 خواهد بود (شکل صفحه 
۱ ). بنابراین در داخل هر یک از مریع‌های بزرگتر مجموعه‌ای به اندازه مربع هاشور خورده داخل 
آن وجود دارد که اگر سکه داخل آن بیفتد.بازی را خواهیم برد.در نتیجه اگر پیشامد آن که سکه بر 
روی محیط هیج کدام از مريع‌ها نیفتد را ۸ بنامیم,داریم : 


۱ مساحت مریع‌های هاشور خورده 


ت < (۳)۸ 
۳ مساحت کل صفحه ِ 


یکبار به ایستگاه می‌رسند. اگر شخضی در لحظه‌ای بین ساعت ۷ نا ۷:۳۰ به یک ایستگاه وارد 
شود. احتمال این که کمتر از ۵ دقیقه معطل بماند حقدر است؟ احتمال این که بیشتر از ۱۰ دقیقه معطل 

حل: حون شسخص در لحظه‌ای بین ۷ تا ۰ به ایستگاه می‌رسد» فضای نمونه‌ای مربوط 
به آزمایش تصادفی رسیدن به ایستگاه اتوبوس فاصلةٌ (۳۰ :۷ و ۷) است. برای این که شسخص کمتر از 
۵ دقیقه منتظر اتوبوس شود باید در یکی از لحظات بین ۱۰ :۷ تا ۱۵ :۷ یا ۲۵ :۷ تا ۳۰ :۷ به ایستگاه 


۶ 


تدای زا اعتیال انم شاه ماع ,بایان 6 فص راز 


۰ دقیقه منتظر اتوبوس بماند. باید در یکی از لحظات بین ۷ تا ۵ :۷ یا ۱۵ :۷ تا ۲۰ :۷ به ایستگاه 
پرسد. لذا در این حالت پیشامد مطلوب عبارت است از اجتماع دو فاصلة (۵ :۷ و ۷) و (۲۰ :۷ و 
۵ در نتیجه. احتمال آن برابر است با بط - سب < سب . ملاحظه می‌کنید که احتمال‌های هر 
دو پیشامد مساوی هستند. این مطلب عجیب نیست؟ 

مثال ۸ : مسئله‌ی روبه‌رو شدن دو دوست: حسن و احمد قرار گذاشتند که هنگام بازدید از 
نمایشگاه کتاب یکدیگر را بین ساعت ۴ تا ۵ بعد از ظهر در بخش کتاب‌های مرجع بپینند. قرار آن‌ها 
به این صورت بود که هر کدام زودتر سر قرار حاضر شد ۱۵ دقیقه منتظر دیگری بماند و بعد از آن, 
ه بازدید از نمایشگاه ادامه دهد. با فرض این‌که زمان سر قرار رسیدن هریک به‌طور تصادفی بین ۴ تا 
۵ بعداز ظهر است. احتمال این که این دو یک دیگر را ملاقات کنند. حقدر است؟ 

حل: فرض کنیم حسن 5 دقیقه بعد از ساعت ۴ بعد از ظهر و احمد ‏ دقیقه بعد از ساعت ۴ 
بعد از ظهر سر قرار حاضر شوند. می‌توانیم زمان‌های رسیدن هریک را به‌صورت زوج‌های مرتب 
(1و5) درنظر بگیریم به‌طوری که ۶۰ >>۰ و ۶۰ >« >۰. عضوهای فضای نمونه‌ای, نقاط 
داخل مربعی به ضلع ۶۰ دقیقه خواهند بود (شکل زیر). 1۲ 


برای این که حسن و احمد بتوانند یک دیگر را ملاقات کنند.باید موقع سر قرار رسیدنشان در 

فاصلهٌ زمانی ۱۵ دقیقه از یک‌دیگر رخ دهد. زیرا قرار گذاشته بودند که فقط ۱۵ دقيقه برای یک دیگر 
صبر کنند. این شرط را می‌توان با نامساوی قدرمطلقی 
۷>۵- > 


۱ ۱۰۷ 


بیان کرد. برای مثال, اگر احمد ۱۴ دقیقه بعد از حسن برسد هم‌دیگر را ملاقات می‌کنند. یعنی 


۷ 2۴ 

یا 
2-۴ 1-۷ 
در نتیجه ۷۴ -| 


نمودار ۱۵>|-ع که در داخل فضای نمونه‌ای محصور است, ناحيه موفقیت را نشان 


می‌ دهد . ۵-- ۲-۷ 


1 - ۷ 2-۵ 


اگر ناحيه موفقیت (ناحیهٌ هاشور خورده) را با + و فضای نمونه‌ای را با *1 نشان دهیم, آنگاه 


احتمال مطلوب یعنی (۳)۲ به‌صورت زیر ب‌دست می‌آید : 


با ۱ ِ اساست مق | 
به ضلع قائمه ۴۵ 


۶ 


29 -]۵( + 0۳۵ | 


۳/۴ 


۱- نقطه‌ای مانند « را به طور تصادفی در باز؛ !۰,۳ انتخاب می‌کنيم. احتمال این که داشته 
باشیم ۲/۵ >۱ را تعیین کنید. 

۲- برروی مربع ۵ با مشخصات [۱> ۷ >۰ , 5۱ >۰ | (1)*,۷< 0 یک نقطه را به طور 
تصادفی انتخاب می‌کنیم . احتمال این که داشته باشیم -۱> 7 ک 5 را تعیین کنید. 

۳- دو نقطه را به طور تصادفی در بازة ۰,٩۱‏ انتخاب می‌کنيم. احتمال این‌که ۲ > |/و- را 
پیدا کنید. 

۴ در بازه [۱,"] دو نقطه به طور تصادفی طوری انتخاب می‌شوند که بازه را به سه پاره‌خط 
تقسیم کنند. احتمال این را پیدا کنید که سه پاره‌خط تشکیل یک مثلث بدهند. 

۵- یک نقطه (۷,) را به طور تصادفی بر روی مثلثی به رأسهای (", ۰6۰(", ۴) و (۲, ۳) 
انتخاب می‌کتيم. انعتمال پیشاندهای زین غیت ؟ 

الف) ۲ > ب) ۲۷ > > 

پ) (1, *) درون یک مستطیل به رأس‌های (۰, ۲(۰0, ۲(۰0, ۲) و (, ۲)» قرار داشته 
باشد . 

۶-یک نقطه به طور تصادفی درون یک مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع ۲ انتخاب 
مشود مطلوب است اختبال آن که فاصله آن نقطهاز فر رای بشتر از 1 باشد: 

۷-روی محور اعداد حمیقی: ۱ , نقاط 2 و 9 به طور تصادفی انتخاب شده‌اند 
به‌طوری که +۰ > دا > ۷- و ۳ > 2 >۰»مطلوب است محاسبه احتمال آن که فاصله بین 2 و ظ بزرگتر 
از ۳ باشد. 

۸- دو عدد حقیقی به طور تصادفی بین ۰ و ۲ انتخاب می‌شوند. مطلوب است احتمال آن که : 

الف) مجموع دو عدد کمتر از ۲ باشد. 

ب) مجموع دو عدد بیشتر از ۱ باشد. 

پ) مجموع دو عدد بین ۱ و ۲ باشد. 

-٩‏ دو عدد به طور تصادفی بین * و ۲ انتخاب می شوند. 

الف مرف انیت اخیال ان که تغل تساو ۱ باق 


تب) مطلونب ان قیال ان که قست دی غقد کر از ۲ بافد, 

بب) مطلوب است اعتمال آن که ثیبت دو علذ بین ۴/* و 1*2۵ باشت: 

۰- در مثال ۴ این بخش فرض می‌کنیم پارهخط بزرگتر ۸ برابر ۲۹ و پاره‌خط کوجکتر 9) 
مساوی 1 باشد. نقطه 13 را به طور تصادفی روی ۸13 انتخاب می‌کنيم . مطلوب است احتمال آن که 
3 و دآن) تشکیل یک مثلث بدهند. 

له 2 وا خر خضال وی ان کم 

الف ) اگر ۴۱ ۸۴8 و 0-1 . 

ب) اگر ‏ - ۸ و 02-1 که در آن 0 یک عدد طبیعی است. 

۲-در عبارت ۲۵-0 مقدار ضریب ۲ را به طور تصادفی بین او ۲ و مقدار ضریب و را 
به طور تصادقی بین ۱- و ۳ انتخاب می‌کنیم .مطلوب است احتمال این که حاصل عبارت بالا کمتر از 
ال 

۳- در مثال (۵) مس چترباز به جای شعاع ‏ بعدد ‏ قرار دهید و مسأله را حل کنید.در 
حالت کلی مسأله را برای مریعی به ضلع 1 و شعاع 18 حل کنید. 

۴- اتوبوس‌های شرکت واحد از ساعت ۷ صبح شروع به کار می‌کنند و هر ۱۵ دقیقه یکبار 
به ایستگاه خاصی می‌رسند. اگر شخصی در لحظه‌ای بین ساعت ۸ تا ۳۰ :۸ به این ایستگاه وارد 
شود. احتمال این که کمتر از ۵ دقیقه معطل بماند حقدر است؟ احتمال این که بیشتر از ۱۰ دقیقه صبر 
کند تا آتویوس برسد حقدر است؟ 

۵- تحربه قبلی نشان می‌دهد که هر کتاب جدید از ناشر خاصی می‌تواند بین ۴ تا ۱۲درصد 
بازار کتاب را به خود اختصاص دهد. مطلوب است محاسبه احتمال این که کتاب بعدی این ناشر 
حداکثر ۶/۳۵ درصد بازار کتاب را به خود اختصاص دهد. 

بان تضاای عم فاد کیان اس لس ۶ دا رز خاصی عکس ااسیل. 
نشان دهد بین ۲ و ۴/۲ دقیقه می‌باشد مطلوب است احتمال این که عکس‌العمل این حیوان نسبت به 
آن دارو کمتر از ۳/۲۵ دقيقه طول بکشد. 

تا دی اه وتات یی یه را مت کر تال این که تسان وستن 


احمد به زمان رسیدن حسن نزدیکتر از ساعت ۴ بعد از ظهر باند. جقدر است؟ 


۱ 


۸- در معادلهٌ ۰ +26 » ضریب 2 به‌طور تصادفی عددی در بازه [۱,۲] و ضریب ‏ نیز 
به‌طور تصادفی عددی از بازه [۱,۱-] انتخاب شده است. احتمال این که جواب معادله بزرگتر از 
۵ باشد حقدر است؟ 

-٩‏ یک تاجر منتظر دو تماس تلفنی از علی و رضا است. احتمال این که علی در فاصله زمانی 
بین ۲ تا ۴ بعد از ظهر با او تماس بگیرد به اندازه احتمال تماس تلفنی رضا در فاصلٌ زمانی بین ساعت 
۰ تا ۳:۳۰ بعد از ظهر است. احتمال در حالت‌های زیر را محاسبه نمایید : 

الف) علی قبل از رضا تلفن بزند ؛ 

ب) فاصلهٌ دو تماس تلفنی کمتر از ۱۰ دقیقه باشد ؛ 

پ) علی اوّل تماس بگیرد. فاصلهتلفن‌ها کمتر از ۱۰ دقيقه باشد و هر دو تلفن قبل از ساعت 
۴ بعد از ظهر باشد. 


۶۴ قوانین احتمال 

می‌دانيم که از تقسیم کردن اندازه پیشامد ؛یعنی طول» سطح و حجم پیشامد بر اندازه فضای 
نمونه‌ای در حالت پیوسته.احتمال به دست می اید. با توجه به این که فضای پیشامد ۸ همواره 
زیرمضنوعه فضای تموثه‌ای 8 استه‌پس اگر (۳)۸ احتمال وقوع پیشامد ۸ باشد. هميشه داریم : 


5 


در این‌جا در واقع جون ۸ زیرمجموعهٌ 5 است پس نسبت «اندازة»۸ به «اندازه» 5. کوچکتر 


یا مساوی ۱ می‌باشد و واضح است که وقتی مساوی ۱ است که 5 < ۸ »پس : 


حال اگر ۸ و 3 را پیشامدهایی در فضای نمونه‌ای 5 بگیریم که هر دو با هم اتفاق نمی‌افتند 


۱۱ 


یعنی در واقع 2 ۸۲۱ ,که در این صورت دو پیشامد 5 
را ناسازگار می‌نامیم» می‌خواهیم احتمال وقوع هر دو 2 2 
پشامد ۸ و 8 یعنی ۸۵۱۱1 را پررسی کنیم. 

در واقع برای پیدا کردن (۳)۵۸۱(5 می‌توانیم 


مجموع «اندازه‌های» ۸ و ظ را بر «اندازه»5 تقسیم کنیم 
که در نتیجه در این حالت احتمال (۸۱ برابر حاصل جمع احتمال ۸ و احتمال 3آخواهد بود. 


2۳۸۱۲(-۳۴۵(۷۳۵8( , ۸8۵ 


برای حالت گسسته با احتمال کلی نیز می‌توان سه اصل بالا را ثابت کرد.(اين مطلب به عنوان 
تمرین آورده شده است.)اسه اصل فوق در واقع اصول علم احتمالات هستند که نخستین بار ریاضیدان 
برجسته آندره کولموگروف" در سال ۱۹۳۳ آن‌ها را بیان کرد و علم احتمالات را مبتنی بر یک 
دستگاه اصولی مدون ساخت. حال می‌توان به کمک این سه اصل بقية قوانین احتمال را استنتاج 
نمود. 
قضیه ۱:اگر ۰۸ 3 و ) سه پیشامد دو بدو مجزا باشند.یعنی اشتراک هر جفت از آن‌ها تهی 
باشد آن‌گاه 
۳)۵(۰ + (۳)13 + (۳)۸۵ < (۱(0ظ ۳0۸۱ 
پرهان:با استفاده از خاصیت شرکت‌پذیری مجموعه‌ها داریم : 
)۱( (0لارظل۴))۸۱ < ۳۸۱5۱0 
در رابطهٌ فوق ۸۱0 و ) مجموعه‌های از هم جدا هستند زیرا : 
-< 6۱065 2 (۱5۶۲۱0 ۸۲۱0 < ۲۱0( (۸۱) 
بنابراین رابطهٌ (۱) را به این صورت می‌توان نوشت : 
۱۱( ۳])۸۱۱ < (۱(0ظ(۳)۸۱ 
(۳)0 +(5 ۳۸۱ < 
(۳)0 +(۲۳0۳5 +(۳۵۸ -< 
رابطهٌ اخیر به واسطةٌ 2 - ۸۲۱ برقرار است. 72 


۱ ۷ 


۱ 


قضیه ۲:اگر داشته باشیم 3 ۸۰ ,آنگاه 

الف) (۳)8 > (۳)۸ . 

ب) (۳)۸۵-(۳05 < (۸ - )۳ . 

برهان:می‌دانيم که ۸ (۸ -8)< 8 .(به شکل زیر رجوع کنید.) همجنین ۸ و 18-۸ 
از هم جدا هستند زرا .-<(۸-) ۸. بنابراین طبق اصل ۲ احتمال 
(۳)۸ +(۸ ۳05 - ()۳ ۰ حال 

انبات الف)جون ۰< (۸ - )۳ بنابراین (۳)5 > (۳)۸ ؛ 

اثبات ب) (۳)۸ - را به دو طرف تساوی فوق اضافه می‌کنیم و به دست می‌آوریم 

۳) - ۸( - ۳)5(-۳)۸۵( 


1 


5 


بزتاز کته سار انی‌سالیی زاس نف پشامتهای 

«عدد تاس بیشتر از ۵ نباشد» < ۸ 

«عدد تأس زوج باشد» ‏ ظ 
را درنظر می‌گيريم. در این صورت [۱,۲,۳,۴,۵) < ۸ و (۲,۴,۶) 3 می‌باشد. روشن است که 
تب [۱,۳,۵<ظ-۸ و داریم : 


۳ ۱ ۳ ۵ 
بنابراین 
۱ ۵ 
7 2۸۵ ۶۲ 7 2 ۲ < (۳)8 ۳۸ 


که برای دو پیشامد داده شده ۸ و (, همواره (۳)0۸۵ کوحکتر یا مساوی (۲ظ)۳ باشك؛ 


۱ 


حال اگر ۸ و 3 دو پیشامدی باشند که .3 ۸ 5 
یعنی مجزا از یکدیگر نبانند. احتمال وقوع 9 ۸۵ یعنی 0 
(3 ۳)۸ جه مقداری خواهد بود ؟با توجه به رابطة زیر 
(ظ هم (ظ 8-۸ (ظ ۸-۸)-ظ ۸ 
که به کمک نمودار ون قابل بررسی است.و از طرف دیگر 
حون (3 ۰۸-۸( 3-۸) و ( ۸) مجزا از یکدیگرند در نتیجه : 
(ظ ۲۸ بر م۲8 +5 ۸ 5-۳۵۸ 2۸ 
ولی جون 36۸ ۸ و 848 ۸.پس: 
(ظ ۳۵۸-(۳۵-((ظ ۳0۸-۸ 
( ۳۵۸ (۳۲)۳5-(ظ ۸) 258 
حال با جایگذاری دو رابطهٌ اخیر در رابطةٌ قبلی نتیجه می‌شود : 
قضیه ۲:اگر ۸ و 3 دو پشامد در فضای نمونه‌ای ٩‏ باشند. آنگاه 
(5 ۳۸ (۳۳6 +۳۵۸ -(5 2۸ 
حال به دو مثال توجه می‌کنيم : 
مثال ۱:اگر احتمال وجود تلویزیون رنگی در یک خانه ۴۱/.سیاه و سفید ۸۵/ و از هر دو 
نوع 1۳۲ باشد. احتمال اين که در این خانه لااقل یکی از دو نوع تلویزیون موجود باشد؛جقدر است؟ 
حل: اگر ۸ پیشامد وجود تلویزیون رنگی, 13 وجود تلویزیون سیاه و سفید و ") وجود هر دو نوع 
تلویزیون باشد» طبق فرض داریم : 
۲( , ۰/۸۵ (۳)8 , ۰/۴۱ (۳)۸ 
حال با استفاده از قضیه (۲)می‌نویسیم : 
۰۵۱۲( ۳۸ 
۴ ۲ ۲ /۱/۷۶-۰- 
منال ۲: احتمال این که شخصی ناراحتی کلیه داشته بانند,۰/۲۳ ۰ ناراحتی قلبی داشته باشد 
۴ و دست کم یکی از این دو نوع بیماری را داشته باشد ۰/۳۸ است. احتمال اين‌که هر دو نوع 
بیماری را دارا باشد جقدر است ؟ 


حل: اگر ۸ پیشامد بیماری کلیوی داشتن و 3 پیشامد بیماری قلبی داشتن باشد. طبق فرض 


۱۱۴ 


داریم : 
۳ ۳۵ 
۴ -(۳)۶ 
۸( 2۸ 
بنابراین : 
۹ ۳۵۸ -()۳ +(۳۵ -(۳ 20۵۸ 
فرض کنید ۸ پیشامدی در فضای نمونه‌ای ٩‏ باشد.یعنی 65 ۸ .مکمل ۸ نسبت به 5 را که 
با ۸۲ نشان می‌دهیم پیشامد مکمل ۸ می‌نامیم .در واقع رخ دادن ۸ به معنای رخ ندادن پیشامد ۸۵ 


ید تسوبی ۰ 
۸2۰ ۸۵پس داریم : 72 مسر 


2۳۸+ ۳۸۳۵۸ ۸ 6( ۱ 


2۸۰ <۱-۲۳۵( 


مثال ۳: قبلاً احتمال اين که « نفر در یک میهمانی روز تولد متفاوتی داشته باشند را محاسبه 
کرده‌ايم : 


در نتیجه : 


۳۶۵۱۳۶۴۰۰۰۳۶۵۰۵۱ ۱( 
۳۶0۵۰ 


که ۸ همان پیشامد روزهای تولد متفاوت برای « نفر بود.حال اگر بخواهیم احتمال اين که حداقل دو 
نفر روز تولد یکسانی داشته باشند را پیدا کنیم جون پیشامد یکسان بودن روز تولد حداقل دو نفره متمم 


2)۸( - 


پیشامد ۸ است؛پس 
(4+۱ 10 - ۳۶۴۰۰۰6۳۶۵ ۳۶۵۱ 
0 
احتمال‌های این که حداقل دو نفر در یک گروه موجود باشند که روز تولدشان یکسان بائد و نیز 
این که هیچ دو نفری روز تولد یکسان نداشته باشند در صفحه بعد آورده شده است. هر کدام از اين 
احتمال‌ها به نزدیکترین درصد 3 شده است. 


۳)۸۲( ۱ 


۱۵ 


احتمال وجود دو نفر| احتمال متفاوت بودن 
با روز تولد یکسان | همه روز تولدها ۹ 


خال اکر این خدول‌را زوی شموداری کهتخور های آن نماینده داد اعضای مهرد در 
گروه و محور رهای آن درصد احتمال‌های مزبور به ترتیب مشخصی باشد.پیاده کنیم نمودار زیر را به 


دست می‌آوریم. 


لازم به تدکر است که با توجه به مثال ۷ بخش ۰۱-٩‏ وقتی ۵ < 7 است ۰- (۳)۸ خواهد 
بود . 
در مورد جدول و نمودار بالا یک تمرین در تمرین‌ها آورده شده است. 
مثال ۴: از مجموعهٌ اعداد (۱۰۰۰, ,۱,۲,۳ عددی به تصادف انتخاب می‌کنيم. احتمال 
نددست می‌آید (به متال در قسمت ۱-۴ فراجعه کنید), بتایراین اگر ۸ شام بخش پذیر بودن لاه 
انتخابی بر ۲ و 3 پیشامد بخش‌پذیر بودن عدد انتخایی بر ۵ باشد. آنگاه 
-(۳)۸ 


۲۰۰ 
(0 


نیز بخش‌پذیر است. برعکس, اگر عددی بر ۱۵ بخش‌پذیر باشد. همزمان بر۳ و بر ۵ نیز بخش‌پذیر 


اشتت: 


۱ 
۶۶ 
بنابراین 13 ۲۵۸ 


(8 ۳8-۳۵ +۲۵۸( ۲۳0۸ 
و ۲۰۰ ۳۳۳ 
0 0 0 0 0 0 0 0 


۱ ۱۰ ۱ 
۶۷ _ 
سس - 
منال ۵: با توجه به منال ۴ و قضيه ۳. برای محاسبة احتمال سه پیشامد یعنی (0 ظ ۳6۸ 


فرمولی پیدا کنید. 

حل: بر اساس خواص مجموعه‌ها داریم 

0 (ظ 020۵۸ ظ ۸ 
و در نتیجه (ظ 60۵۸ ظ ۲۳0۸ 
اگر 8 ۸ را یک مجموعه فرض کنیم. آنگاه از قضیٌ ۲ خواهیم داشت : 
)۱ (ظ ۳۸ -(۲۳)0+[(ظ ۸|عن) (ظ ۸)ظ 
اما فخندا اد فش ۷ به‌دست می‌آوریم 
)۲( (ظ ۳۸۵۸ (۳)38+(۳۳۵۸ -[(ظ ه)ظ 
و طبق خاصیت بخش‌پدیری اشتراک نسبت بر اجتماع 

0 8 0 ه۸)<ه (ظ ه) 

اما طبق فضیهً ۳ 

۵ 6 6 ۸۵|ع[) (ظ ۸)ظ 
0 8 0 ۵-۳۴۵۸ ۵+۴8 ۳۸ < 
جون 0 ظ ۸عه 86 0 ۵) 


۱۱۸ 


۳( 0 8 0۵-۳۵۸ 0+۲8 012۳۴0۵ (ظ ۱)۸ظ 


از جایگذاری رابطه‌های (۲) و (۳) در رابطٌ (۱) نتیجه می‌شود 


ظ ۳۸+( )0-۳ ۳/۸( ۳۸۳۵+ (۳)۳ +(۲۵<() ظ ۳0۸ 


در این مثال و قضيهٌ ۲ می‌بینید که بعضی از احتمال‌ها جمع می‌شوند و بعضی دیگر از مجموع 
احتمال‌ها. کم می‌شوند. جمع و تفریق احتمال‌ها اصل شمول و عدم شمول نامیده می‌شود. در واقع» 
«شمول» مربوط به احتمال‌هایی است که جمع می‌شوند و عدم شمول مربوط به احتمال‌هایی است که کم 
ی نو 

با استفاده از قضیهة ۳ و مثال ۵ می‌توان اصل شمول و عدم شمول را در حالت کلی (برای 
7 پیشامد) یعنی (,۸۵ ,۳۸ به‌دست اورد. 

برای این کار. ابتدا همه اشتراک‌های ممکن پیشامدهای ,۰۸ ۰۸۵۷ ...۰ ,۵ را پیدا کرده و 
احتمال آن‌ها را به‌دست می‌آوریم. پس از آن, احتمال اشتراک‌هایی که دارای تعداد فردی از پیشامدها 
هستند را با علامت مثبت و احتمال اشتراک‌هایی که دارای تعداد زوجی از پیشامدها هستند را با 
علامت منفی به آن‌ها اضافه می‌کنیم که به اين فرآیند. اصل شمول و عدم شمول می‌گوييم. 

تمرین زیره به پیدا کردن این الگو کمک می‌کند. 

تمرین: اصل شمول و عدم شمول را برای ۴ پیشامد اثبات کنید. 

مثال ۶: فرض کنید ۸۲۰ مردم یک شهر روزنامة الف, ۲۵ روزنامة ب. ۸۱۳ روزنامه پ» 
۰ روزنامه‌های الف و ب. ۸ روزنامه‌های الف و پ. ۵./ روزنامه‌های ب و پ و بالاخره ۴؛/ هر سه 
روزنامه را می‌خوانند. 

احتمال این که شخصی به تصادف از اهالی این شهر انتخاب شود که هیج‌یک از اين روزنامه‌ها 
زا لته در اس 

حل: اگر 15» ۳ و 0 به ترتیب پیشامدهای خواندن روزنامه‌های الف» ب و پ باشد. پیشامد 
این که فرد انتخاب شده دست‌کم یکی از روزنامه‌های الف. ب و پ را بخواند. 6 ۳ ظ است. 
در نتیجه احتمال این که فرد انتخاب شده هیچ‌یک از روزنامه‌ها را نخواند. برایر (60 ۳ )۱-۳ 
است. پس طبق اصل شمول و عدم شمول 

۳ 


0ب برع( عن ۲ 208 
9 ( عووبن عصوعته قلح 
۲۵۰۲۰۱۳۰ 
کم زر 
۰۹ -<- 
پنابراین, احتمال مطلوب برابر است با : 
۱-۹۱ 


۱-برای انتخاب یک نفر جهت عضویت در انجمن خانه و مدرسه یک دبیرستان, جهار نفر 
کاندید شده‌اند: اگر استمال تخاب شدن هر دو برایر امال اقخاب شدن ظ باند وظ و 6 شانس 
برابر در انتخاب شدن داشته باشند.ولی احتمال انتخاب شدن ) دو برابر احتمال انتخاب شدن 1 
باشد, مطلوب است : 

الف)احتمال این که ) موفق به انتخاب شود ؛ 

ب)۸ موفق به انتخاب نشود. 

۲-یک شرکت بازرگانیفقط به یک کارمندنباز دارد. از ین متقاضیان خانماکبری. خانم معینی 
و خانم حیدری واجد شرایط هستند. به دلیل مهارت‌های حرفه‌ای خانم معینی» احتمال اين که ایشان 
استخدام شوند ۲۰ بیشتر از خانم اکبری و ۸۲۰ بیشتر از خانم حیدری است. احتمال این که خانم 
معینی استخدام شود حقدر است؟ 

۳- آمار نشان می‌دهد که در یکی از شهرهای بزرگ, ۸۲۵ جرائم در طول روز و 0۲۰ جرائم 
در درون شهر صورت می‌گيرد. اگر تنها ۸۲۰ جرائم در حومهٌ شهر و در طول روز اتفاق بیفتند. 
در این صورت جند درصد جرم‌ها درون شهر و در طول شب رخ می‌دهند؟ جند درصد جرم‌ها در 
حومةً هر و در طول شب اتفاق می‌افتد؟ 

۴-سه خاصیت احتمالات وا پرای احتمال غیرهم شانس ثابت کنین, 

۵- برای دو پیشامد ۸ و ظ از فضای نمونه‌ای ٩‏ ثابت کنید : 


الف ) (8 ۳۵۸-۳۴۸( 2۵۸ 

ب) (58 ۳۵۸+(۳8-(۱-۳۵-(5 2۸ 

۶- برای دو پیشامد ۸ و 3 از فضای نمونه‌ای 5 داریم : ۱< (۳)3 < (۳)۸, نشان دهید : 
۱( ۳0۸ . 

۷- فرض کنیم که شخصی از شهر اصفهان دیدن کند.احتمال این که از عالی‌قاپو بازدید 
کند ۰/۷۴.احتمال این که از بازار اصفهان بازدید کند ۶۰ حتمال این که از مسجد جامع بازدید کند 
۴ حتمال این که از عالی قاپو و بازار هر دو دیدن کند ۰/۴۶.احتمال این که بازار اصفهان و 
مسجد جامع را ببیند ۰/۴۴ و احتمال این که از عالی‌قاپو و مسجد جامع دیدن کند ۰/۷۲ است. 
احتمال این که به بازدید هر سه مکان برود ۰/۳۴ است. احتمال اين که این شخص لااقل یکی از این سه 
مکان را دیدن کند جقدر است؟ 

۸ - شان دهید که : 

الف) (ظ ۳۸۵ < (۳0۸ 

ب( ( ۳0۸۳۸ 


-٩‏ با استفاده از استقرای ریاضی ثاپت کنید اگر ,۵ ...»مش ن پيشامد دو به‌دومجزا 
بافتیه ایکا 
(ی۳۸+ ... +۲۵۸ +۲۵۸ ع( وه ۰ ۸ ۳۸ 
۰- با استفاده از قضیه ۳ ابت کنید که برای دو پیشامد دلخواه ۸ و 13 
۱-(۳)58 +(۲۵۸ <(ظ 20۵۸ 


۱-جدول و نمودار مربوط به روز تولد را به‌یاد بیاورید و به سوّالات زير پاسخ دهید : 
الف) نقطه برخورد دو نمودار بالا و پایین جه اهمیتی دارد ؟ 
افر تقوداز زا په راست ادامه دهیم : 
ب) نمودار مربوط به وجود دو نفر با روز تولد یکسان جه تغییری می‌کند؟ 
پ) نمودار مربوط به عدم وجود دو نفر با روز تولد یکسان جه تغییری می‌کند؟ 
۲- عددی به تصادف از مجموعه (۱۰۰۰, ,۱,۲,۳] انتخاب می‌کنيم. احتمال این که : 
الف) عدد انتخابی بر ۳ بخش‌پذیر باشد, اما بر ۵ بخش‌پذیر نباشد. جقدر است؟ 
ب) عدد انتخابی نه بر ۲ و نه بر ۵ بخش‌پدیر باشد. حقدر است؟ 
۳ 


۳ از محموعة  ,۱۰۰۰(‏ ,۱,۲,۳ عددی به تصادف انتخاب می کنیم. احتمال این که عدد 


انتخابی بر ۴ بخش‌پدیر و بر ۵ و ۷ بخش‌پدیر نباشد حقدر است؟ 
۴- رابطه‌های زیر هميشه درست نیستند. برای اثبات اين ادعاء برای هر حالت یک منال 


الف) ()۳ +(۳۵۸-(5 ۳0۸ 
ب (ظ/۳۵۸(۳<(ظ ۳۸۵ 
۵ تعدان پیماران یک بمارستان 2۲ کر اسست که از این افران ۲۷ نف فرد و ۲۶ قر رای 
عمل .جراخی پنجری شنده‌اند: اکر ۱۲ تفر از بین بستری شدکان:برای عمل بجراحی مرد یاشد در 
این صورت حند نفر از ۶۲ بیمار نه مرد هستند و نه برای عمل جراحی بستری شده‌اند. 
۸۲-۶ و 3و ب) سه پیشامد هستند. ثابت کنید رابطة 
(۳)0 +(۳8 +(۵ 0 ۲ ۳0۸ 


درست است اگر و تنها اگر رابطهٌ زیر درست باشد ؛ 
۰( ۳/۳( ۳/۸۵ <(ظ )۳ 


۷- ابت کنید 
۳۵ + (۳)۳۲ + (۳۸ ۶( ظ ۳۸ 


۸-به کمک استقرای ریاضی. نامساوی تمرین ۱۷ را برای 9 پیشامد ثابت کنید. 
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